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AVERTISSEMENT. 



L'enseignement de la Mécanique, dans les Lycdoci 
impériaux, a subi depuis i852 des modiflcûtiouB pro- 
fondes, que l'on s'accorde généralement k regordisr 
comme trop radicales. Pendant nombre d'année»f cal 
enseignement était resté borné à la Statique, Hur lu» 
quelle l'illustre Poimsot avait compoHé un Trnité 
élémentaire, modèle de clarté et d'élégance. Opotl'» 
dant beaucoup de bons esprits, tout en ro('/Ofinfii^MHifM 
la nécessité d'enseigner les principes de réqiiilibrft de# 
forces, regrettaient qu'on s'arrêtât la, <;t nttUtn Wimki 
les jeunes gens exposés a en tirer de« 4Upnné>À\mh(',é^n 
fausses sur les machines à Tétat de woni/^,tmuté t\ 
eût suffi, pour préfenir ee ihnf^^f Ah Mréi Mêifr^ 
les éléments de Statiqoe de* n^U^mn émfmntiMiém 
sur le mooTemeot et %at le traf^iil 4eA l>/fe^ 4fif94 ^# 
machines. 

Il n'en a pas été aiiMi. ffîe^ /|ry^. b (M//r)^ 4é 
l'équilibre n'exige p^fri^t réti»4^ ^fkitUtiA^ 4h m^Hé 
vement que U» U^ttf^ i^/hm^ ^it^Ué% ^tmptïHfMt ir 



VI AVERTISSEMENT. 

leurs points d'application, la Statique s'est efTacée 
pour faire place à la Cinématique et aux premiers 
éXémexïis Ae Dynamique ; la composition des forces a 
été subordonnée à la composition des vitesses. Deux 
cours ont été institués sur ces bases : l'un dans la 
classe de Mathématiques spéciales, destiné aux can- 
didats aux Écoles Polytechnique, Normale, Cen- 
trale, etc.; Tautre, beaucoup plus élémentaire, dans 
la classe de Rhétorique, destiné aux aspirants au bac- 
calauréat es sciences. 

Le premier de ces cours, où les questions relatives 
k la composition des accélérations dans le mouvement 
curviligne, au calcul des pertes de travail dues au frot- 
tement, au principe des forces vives, etc., tendaient à 
prendre d'année en année des développements exagé- 
rés, réclamait des modifications; mais tout à coup il a 
cessé d'exister, la Mécanique cessant elle-même de 
faire partie des connaissances exigées pour l'admis- 
sion a l'École Polytechnique. 

Il ne restait donc plus que le cours élémentaire, dit 
de Mécanique physique et expérimentale. Ici les lois de 
la composition et de l'équilibre des forces étaient plu- 
tôt énoncées qu'établies. Les lacunes étaient multi- 
pliées. Des matières qui doivent faire partie, sôit des 
cours de Physique, soit de l'enseignement secondaire 
spécialf y figuraient à la suite de l'étude fort incom- 
plète des machines simples. Cet enseignement, hété- 
rogène et mal assis, n'a donné que de faibles résultats; 
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et:, <lans ces derniers temps, les Conseils d'instruction 
des Écoles impériales Militaire et Forestière se sont 
accordés pour demander qu'il fût changé. 

Le plan d'études des Lycées» pour l'année scolaire 
i865-i866, reconstitue l'enseignement des éléments 
de Mécanique de manière à remédier aux inconvé- 
nients qui viennent d'être signalés, et à répondre aux 
besoins des Écoles spéciales. C'est conformément à ce 
nouveau plan que j'ai rédigé ces Leçons. 

La Statique reprend la place qui lui convient; elle 
est suivie des éléments de Cinématique et de Dyna* 
mique. Dans la première Partie de TOuvragei j'ai 
souvent pris pour guide le Traité de Poinsot. Ce- 
pendant, je m'en suis écarté pour ce qui concerne 
l'usage des couples. L'expérience acquise par plus 
de vingt ans d'enseignement dans les Lycées me 
permettra de dire que les élèves se font difficile- 
ment une idée juste de ce que Poimsot appelle l'oc- 
tion ou \ effort d'un couple, et de Vinvariabilité de 
cette action quand le couple vient à être transporté 
parallèlement à lui-même. J'ai donc renoncé à pré- 
senter cette théorie, quelque ingénieuse et féconde 
qu'elle soit; du reste, elle a sa place marquée dans 
tout Cours complet de Mécanique rationnelle. 

Je ne dois pas omettre de citer un Ouvrage que l'on 
consulte toujours avec fruit, et où les principes de la 
science sont exposés avec autant d'élévation que de 
méthode, le Cours de Mécanique de M. Duhamel. 
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Je rappellerai enfin le nom d'un savant dont la 
mémoire est chère au corps enseignant, et auquel 
sont dus bien des perfectionnements qui ont cours 
aujourd'hui, sans aom d'auteur^ dans renseignement 
secondaire. Sturm ne touchait pas à une théorie ma- 
thématique sans l'élucider. J'ai puisé, dansâmes entre- 
tiens avec ce maître éminent, d'utiles indications qui 
ont passé dans mes leçons de Mécanique du Lycée 
Louis-le-Grand, et se retrouveront dans cet Ouvrage. 

Mon but serait atteint, si, en donnant à mes jeunes 
lecteurs des idées exactes sur les éléments de la Mé- 
canique, j'étais parvenu à leur inspirer le goût des 
fortes études et le désir de pénétrer plus avant dans 
une science si féconde en applications. 
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PREMIÈRE LEÇON. 

Programme (*). — Notions sur les forces. — Condition d'égalité de deux 
forces. — Leur évaluation numérique. — Comparaison des forces aux 
poids à l'aide du dynamomètre. — On admet que deux forces égales et 
contraires, appliquées à deux points liés par une droite invariable de 
longueur et agissant dans la direction de cette droite, se font équilibre. 
— Translation du point d'application d'une force en un point quelconque 
de sa direction, qu'on suppose lié invariablement au premier. 

i . Définitions, — On appelle matière tout ce qui peut 
afiecter nos sens : la terre, Teau, l'air, nous présentent 
la matière dans ses divers états. 

Un corps est une portion déterminée de matière. 

On dit qu'un corps est en mouv^ementj lorsque sa posi- 
tion dans l'espace change continuellement. Comme nous 
ne connaissons dans Tespace aucun point ^xe qui puisse 
nous servir de repère, nous pouvons seulement constater 
que les corps changent de position les uns par rapport aux 
autres. Ainsi tous les mouvements que nous observons sont 
relatifs. Cependant notre esprit conçoit parfaitement le 
repos et le mouvement absolus. 

{* ) Nous reproduisons, en tète de chaque Leçon, la partie correspondante 
du Programme officiel de l'enseignement de la Mécanique, dans la classe de 
Mathématiques élémentaires des Lycées. 

I 



2 ÉLÉMEZfTS DE MÉCANIQUE. 

Tout corps est mobile, c'est-à-dîre qu'il peut occupecr" 
successivement difierentes positions dans Tespace^ mais iH 
ne se meut pas de lui-même. Toutes les fois qu'un corp^ 
passe, sous nos yeux, du repos au mouvement, nous aper — 
cevons que ce changement est dû à une cause extérieure 
qui agit sur lui. A la vérité, ce n'est là qu'un mouvement, 
relatif. Mais procédant par induction, nous nous élevons 
à cette proposition générale, dont la vérité est confirmée 
par l'accord constant qui existe entre les conséquences 
qu'on en tire et les phénomènes observés, savoir : 

Un corps en repos restera indéfiniment dans cet état, 
si une cause extérieure ne vient à le mettre en moui^e- 
ment (*). 

Cette cause quelconque de mouvement s'appelleybrce. 

2. Notions sur les forces. — Condition d^égalité de 
deux forces. — Leur éi^aluation numérique* — Il existe 
des forces de différentes natures; telles sont : 

La pesanteur ou grauité, qui fait tomber les corps vers 
la terre dès quils sont abandonnés à eux-mêmes; les at- 
tractions et répulsions moléculaires ^ dont les effets se 
manifestent avec énergie dans les machines à vapeur, dans 
l'emploi des ressorts, etc. ; ]es forces électriques et magné- 
tiques; Y action musculaire de Thomme et des animaux. 

Il y a trois choses à considérer dans une force : 

i^ Le point d'application. C'est une partie, infiniment 
petite en tous sens, de la matière du corps, sur laquelle la 
force exerce directement son action. Ce point matériel ne 
doit pas être confondu avec le point sans étendue, tel qu'on 
le considère en Géométrie; cependant, comme ses di- 
mensions sont infiniment petites, sa position dans l'espace 
se détermine de Ja même manière que celle du point géo- 
métrique. 

C^) La loi de ^inertie, dont cette proposition n'est qu'une partie» sera 
complétée dans la seconde Partie du Cours. 
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Cn corps de dimensions finies peut être regardé comme 
I assemblage d'où nombre infini de points matériels. 

3^ La direction. C^est la ligne droite que la force 
tend à faire parcourir à son point d'application, et que 
celui-ci parcourrait effeclivement s'il était entièrement 
libre. Par exemple, la direction de la pesanteur est la ligne 
suivant laquelle les corps tombent en chute libre. Elle est 
perpendiculaire à la surface des eaux tranquilles, et on la 
nomme 'verticale. 

3® V intensité. Deux forces sont dîtes ^ales lorsque, 
étant appliquées à un même point matériel, en sens con- 
traire Tune de Tautre, elles ne lui communiquent aucun 
niouYement; autrement dit, lorsqu'c/fes se font équilibre. 
Deux forces ayant été reconnues égales, si, au lieu de 
les opposer Tune à Tautre, on les applique au même point, 
dans la même direction, elles s^ ajoutent pour former 4)e 
qu'on appelle une force double. Ainsi, une force double 
d'une autre est une force capable de remplacer deux forces 
^ales à cette autre et agissant sur le même point, dans la 
même direction. 

Il reviendrait au même de dire qu'une force double d'une 
autre est la force capable de tenir en équilibre l'ensemble 
de deux forces égales à cette autre, appliquées au même 
point et en sens contraire de la première. 

Pareillement, la réunion de trois^ quatre, . . . , forces 
égales, appliquées au même point et dans la même direc* 
tion, forâera une force triple, quadruple,..., des pre« 
mière&« 

Ainsi les forces peuvent, comme les autres grandeurs 
déjà considérées en Mathématiques, être évaluées eu nom- 
bres : il suffit pour cela de les rapporter toutes à une force 
convenue prise pour unité. 

3. Comparaison des forces aux poids à l'aide du dy^ 
namomètre. — Il importe de bien comprendre que toutes 
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les forces, quelle que soit leur nature particulière, sont des 
grandeurs homogènes^ et par suite comparables, dans leufô 
effets, a l'une d'elles, la pesanteur par exemple. 

Observons d'abord que, lorsqu'une force est appliquée à 
un corps gène par un obstacle, il arrive souvent qu^aucun 
mouvement n'est produit. Et cependant l'effet de la force 
n'est pas nul, il se traduit par une pression exercée sur 
l'obstacle. 

Ainsi, quand nous soutenons un corps pesant avec la 
main, nous ressentons la pression qu'exerce la pesanteur. 

Cette pression est ce que l'on appelle le poids du corps. 

Au lieu de tenir le corps à la main, si on le suspend par 
un crochet aux milieu c d'une lame d'acier horizontale ab 
[fis* ') pos^^ librement sur deux appuis, l'effet de la 

Fig. I. 



pesanteur se manifeste par nue flexion du ressort*, la lame 
se courbe et prend la forme ac' b. L'expérience, d'accord 
avec la théorie de la. résistance des matériaux h la. flexion, 
apprend que la flèche ce' est proportionnelle à la force ap- 
pliquée au ressort, du moins tant que celle-ci ne dépasse 
pas une certaine limite. 

Pression, flexion, sont des effets similaires de la force 
sur l'obstacle ou le lien physique qui s'oppose au mouve^r 
ment. 

. Cela posé, il est facile de comprendre la disposition et 
l'usagç des dynamomètres ( d\JvaiÂif^ force ; jxerpov, mesure). 
Ce sont des instruments, de forme variable^ qui servent à 
mesurer les intensités des forces. Le principe du dynamo- 
mètre à une lame vient d'être indiqué (Jîg. i). Pfenons 
pour unité de poids le kilogramme, c'est-à-dire le. poids 
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d'un décimètre cube d^eau distillée, à son maximum de 
densité. Suspendons successivement à la lame ah des poids 
croissant de kilogramme eu kilogramme, par exemple de 
3o, 3i, 32, 33,..., kilogrammes; elle fléchira de plus en 
plus, et Ton pourra mesurer à chaque fois la longueur dt^ 
la flèche. Cela fait, si Ton vient à appliquer au ressort, non 
plus un poids, mais une force de nature quelconque, par 
exemple celle d'un cheval s' exerçant par Tin ter mckli aire 
d'une corde, et que cette force produise la même flexion 
qu'un poids de 4o kilogrammes, on dira que son intensité 
est de 4o kilogrammes. G^est ainsi que le kilogramme peut 
être pris pour unité de force. 

Les dynamomètres les plus usités sont à deux lames : ils 
ont l'avantage de doubler les flexions. L'un des plus conve- 
nables a été imaginé par M. Poncelet. Il se compose essen- 
tiellement de deux lames d'acier égales et parallèles a&, a^b' 
[fis* ^)i ^^^^ ^^^ extrémités sont unies par des boulons k 

Fig. i. 




deux petites brides d^ d\ de manière k former un r4^t4iii|^if. 
Les lames peavent toamer libreou^l miUmr Aé*% \ptpu^ 
Ions, et chacooe peut flédiir sao« i\nit VMUUtf lui f«f## 
obsude. EJles portent en leurs mtliémx im iriM:hâfî$ ém làH^' 
neanx dont Ton ratl^Mlie a nn <4Mla^ iijM;^ îMiêAU i\m 1» 
force à ■Msarer est appl^oée à YimU^. 

D Ta de SOT qtte les mhmâ» ïnMm^ fm ff^vé^i mf¥if pwf 
memrer de petites et de t^-»u40» (fH*:^. ÎM fp$%iU^mt § mm^- 
xié que b ietlie A'nw: htm ft^ 4éMi ym ééfmti^- U' I 4W «# 
loi^:«cni. 
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Si, au lieu de laisser aux lames aby a*V une égale épais- 
seur sur toute leur longueur, on leur donne une forme telle, 
que le profil longitudinal de la face extérieure de chacune 
d'elles soit parabolique, la face intérieure demeurant plane, 
la sensibilité de l'instrument sera doublée. Car on a re- 
connu que, pour les mêmes eilorts, la flexion d'un ressort 
parabolique est double de celle d'un ressort rectangulaire. 
Cette forme offre un autre avantage : c'est que la résistance 
à ta rupture est la même en tous les points^ tandis que, 
dans une lame à faces parallèles, le point de moindre résis- 
tance et le plus exposé à la rupture est le milieu du ressort. 

On peut aussi adopter la disposition représentée dans 
les fig. 3 et 4* Une lame d'acier ÂOB est recourbée en 

Fig. 3. 



Fig. 4. 





son milieu : à ses extrémités sont fixés deux arcs en fer, 
dont l'un AC passe librement à travers une ouverture 
pratiquée dans la branche inférieure OB et porte un cro- 
chet de suspension, tandis que l'autre BD traverse une 
ouverture pratiquée dans la branche supérieure et se ter- 
mine par un anneau. Si l'on attache celui-ci à un point 
fixe et que l'on suspende, comme ci-dessus, au crochet C 
des poâds croissant de kilogramme en kilogramme^ les 
extrémités A et B se rapprocheront, et l'on pourra mar- 
quer à chaque fois, au point de l'arc extérieur BD où s'ar- 
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réte rextrémité de la lame que cet arc traverse, le nombre 
de kilogrammes correspoodant. L'instrument ainsi gradue, 
place dans la position indiquée par la^^. 4) fournira évi- 
demment en kilogrammes la grandeur d'une iraclion quel- 
conque, qui ne dépasse pas la limite d'élasticité du ressort. 
Il est commode de représenter les intensités des forces 
par des longueurs proportionnelles que Ton porte sur leurs 
directions, à partir du point d'application, et dans le sens 
même où elles agissent^ à Taide de cette convention, les 
énoncés des théorèmes prennent une forme géométrique 
qui se grave plus aisément dans la mémoire. 

4. Dii^isions de la Mécanique. — Lorsque plusieurs for- 
ces sont appliquées à un corps, ou système de corps, dont 
les différentes parties sont liées entre elles de telle manière 
que Ton voudra, ces liaisons font que chaque point ne peut 
céder isolément à la force qui agit sur lui \ et il peut arriver 
même que ces forces ne communiquent au système aucun 
mouvement. On dit alors qu'il y a équilibre, 

La Mécanique est la science qui traite de l'équilibre et 
du mouvement. On donne le nom de Statique à la partie 
de cette science qui recherche les lois de l'équilibre des 
forces. L' autre branche de la Mécanique, qui a pour objet 
de déterminer le mouvement que prennent les corps quand 
l'équilibre n'a pas lieu, se nomme Dynamique, C'est par la 
Statique que nous commencerons. 

M. Poinsot fait observer avec raison, dans son Traité 
de Statique y que pour établir les lois de l'équilibre des 
forces il n'est pas nécessaire de connaître préalablement 
les divers mouvements qu^elles sont capables d'imprimer 
à leurs points d'application, eu égard à leurs intensités 
et à leurs directions \ mais qu'il suffît de les considérer 
comme des grandeurs homogènes, susceptibles de se dé- 
truire mutuellement lorsqu'il existe entre elles certains 
rapports. Ce n'est que plus tard, lorsqu'on voudra passer 
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de l'équilibre au mouvement, que de nouvelles données, sur 
l'effet actuel des forces sur la matière, seront nécessaires. 

5. Du corps solide y tel quon le considère en Mécani- 
que. — Un corps solide sera, pour nous, un simple assem- 
blage de points matériels, liés entre eux par des droites 
rigides et inextensibles, de manière à former une figure 
invariable. On conçoit que pour déterminer les condi- 
tions d^équilibre des forces, on doit faire d^ abord abstrac- 
tion de plusieurs propriétés des corps naturels ; sans quoi 
le problème serait d'une complication telle, qu'il cesserait 
d'être abordable aux Mathématiques. Ainsi, nous négli- 
gerons la compressibilitéde la matière, propriété en vertu 
de laquelle tous les corps de la nature se déforment un 
tant soit peu par suite des efforts auxquels ils sont sou- 
mis. Cette déformation est généralement très-petite, et si 
l'on conçoit que le corps (levier, poulie^ treuil, etc.) ait 
subi, sous l'action des forces que nous considérerons, le 
léger changement que celles-ci tendent à lui imprimer, ce 
sera en réaliié à cette figure nouvelle, extrêmement peu 
différente de la première, que se rapporteront les condi- 
tions d'équilibre auxquelles nous parviendrons. Nous 
négligerons aussi, tout d'abord^ le poids des corps, bien 
que la pesanteur agisse sur toutes les parties matérielles 
qui les constituent : nous nous réservons de tenir ensiyte 
compte de cette force en l'associant aux autres. 

6. Résultante et composantes. — Considérons un sys- 
tème de points (fig* 5) A, A', A'', A''^, . . ., invariable et 
parfaitement libre dans l'espace, auquel sont appliquées des 
forces en équilibre F, F', F'', F''',.... Si Ton vient â 
appliquer au point A une nouvelle force R, égale et con- 
traire à la force F, l'équilibre sera détruit-, et puisque 
l'effet des forces primitives était nul, le corps se mouvra en 
vertu de cette seule force R. Mais d'un autre côté, on peut 
dire que, la force R annulant la force F, le corps n'est 
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soumis qu'à raciîon combinée des autres forces F', P', 
P'^^,.... Ainsi, la force R produit à elle seule le même 

Fig. 5. 




effet (quel qu'il soit) que le système des forces P, F'^, F'", . . . , 
€1 peut conséquemment les remplacer. 

Lorsqu'une force unique peut ainsi en remplacer plu- 
sieurs autres, on la nomme résultante ^ et les autres forces 
prennent, à l'égard de la résultante, le nom de compo- 
santes. Ainsi, dans le cas que nous venons de considérer, 
la force R sera dite la résultante des forces F', F'', F''', .... 
Remarquons que cette résultante est égale et contraire à F ; 
on peut donc formuler celte proposition, qui nous sera 
très-utile par la suite : Quand plusieurs forces se font 
équilibre sur un corps solide, Pune quelconque d^ entre elles 
est égale et opposée à la résultante de toutes les autres. 

La réciproque est évidente. 

7. Composition et décomposition des forces. — Le pro- 
blème qui a pour objet de trouver la résultante d'un sys- 
tème de forces données se nomme la composition des forces. 
Réciproquement, une force étant donnée, on peut se propo- 
ser de la décomposer en plusieurs autres capables de pro- 
duire le même effet, tout en satisfaisant à des conditions 
données. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un 
corps, on conçoit qu'il importe en général de savoir les 
réduire au plus petit nombre possible. Mais il faut se gar- 
der de croire que tout système de forces appliquées à un 
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corps solide admet une résultante unique. On verra plus 
tard qu'en général leur nombre est réductible à deux. 

Citons de suite un cas où Ton est certain qu'il existe une 
résultante unique : c'est celui d'un système de forces F, 
F', F'', F''', . . . , appliquées à un même point (fig> 6). En 




effet, ce point m tend à se mouvoir suivant une certaine 
direction mx\ et il est clair qu'en lui appliquant une 
force de grandeur convenable et de sens opposé mocf^ on 
pourra empêcher le mouvement de se produire. Cette force, 
faisant équilibre au système des forces proposées, sera égale 
et opposée à leur résultante. 

8. Translation du point (Inapplication, — Nous termi- 
nerons ces préliminaires par une proposition importante 
dont la Statique fait un usage continuel : On peut, sans 
changer V effet (fune force qui sollicite un corps, transr 
porter son point d'application en un point quelconque 
de sa direction, poun^u que ce point soit inv^ariàblc- 
ment lié au premier. 

La démonstration repose sur le lemme suivant, que nous 
admettrons comme évident : 

Deux forces égales P et Q {fig'^)^ appliquées à deux 
points A et B dont la distance est invariable, et dirigées 
suivant la même droite en sens contraire Tune de Tautre» 
se font équilibre. 

Ou est naturellement conduit à ce lemme par la symétrie 
qui a lieu dans les deux sens de* la droite AB; on ne voit 
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psks de raison pour que, de Faction des deux forces, il 
résulte un mouvement d'un côté plutôt que de l'autre. 





Cela posé, soit P une force appliquée au point A «d'un 
^orps (^g* 8), et B un point pris à volonté sur la direction 
^c la force, soit du côlé où celle-ci tend à entraîner le 
t^oint A, soit de Tautre côté, mais avec la condition que la 
distance AB soit invariable. Je puis appliquer aux extré- 
^*^:iités A et B de la droite AB, et suivant les directions 
^>pposées AP', BP'', deux forces P', P" égales à P^ car Teffet 
cle ces deux forces est nul, diaprés le lemme ci -dessus. 
ÎVlais les deux forces égales et contraires P et P', appli- 
cjuées au même point A^ se détruisent aussi. On peut donc^ 
les supprimer sans rien changer à Tétat du corps. Alors il 
Xie reste plus que la force P'', qui n'est autre que la force P 
transportée au point B de sa direction. c. q. f. n. 

9. Remarques sur la position du nouveau point d^appli- 
cation* — La force P pourrait-elle, sans que son effet fût 
changé, être remplacée par une autre force dont le point 
d'application serait pris hors de la direction de la pre- 
mière? La réponse est négative dans le cas où le corps est 
entièrement libre. En effet, soitB {fig'd) un point pris* 
tors de la direction de la force P, et P' une force (égale ou 
non à P) destinée à la remplacer. On peut toujours appli- 
quer en B la force P', pourvu qu'on en détruise l'effet par 
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une force P^' égale et contraire. Mais, pour que le système 
des trois forces P, P', P" se réduisît à la seule force P', 




il faudrait que P et P'', considérées séparément, se fissent 
équilibre. Or, ceci est impossible : car si cet équilibre 
existe, on ne le troublera pas en rendant fixe un point pris 
sur la direction de la force P ^ mais par là on détruit cette 
force 5 et la force P^, demeurant seule et ne passant pas 
par le point fixey on doit admettre qu'elle aura pour effet 
de mettre le corps en mouvement autour de ce point. 

10. Réciproque, — De ce qui vient d'être établi^ nous 
tirons cette proposition réciproque : Toutes les fois que 
Ton pourra prouver qu'une force appliquée à un corps 
ou système libre peut, sans que son effet soit changé, être 
remplacée par une autre force appliquée en un certain point, 
on en conclura que la direction de la première passait par 
ce point. De plus, la nouvelle force devra être égale à la pre- 
mière ; car il est établi que, si elle lui est égale, elle peut 
la remplacer (9) ; et il est bien clair qu'en l'augmentant ou 
en la diminuant, on altérerait son effet sur le système. 

H. Remarques sur quelques postulata et procédés de 
démonstration propres à la Mécanique. — La Mécanique 
a besoin, comme toute science, d'emprunter certaines don- 
,1nées à Texpérience. Déjà nous' nous sommes appuyé, au 
début de ces Leçons, sur un fait expérimental relatif à Ti- 
nertie de la matière. Maintenant, nous admettons que si 
un corps peut tourner librement autour d'un point fixe, 



PREMIÈRE PARTIE. STATIQUE. 1,5 

et qu'il ne soît sollicité que par une seule force dont la di- 
rection ne passe pas par ce point, ce corps entrera en mou- 
vement. 

A la vérité, ce postulatum ne saurait être établi par 
l'expérience dans les conditions rigoureuses que l'énoncé 
suppose ; car la nature ne nous offre ni point absolument 
fixe, ni corps libre de pirouetter, sans qu'il y ait de résis- 
tance à vaincre, autour d'un de ses points. Mais il nous 
suffit que l'expérience ait été faite dans des conditions 
aussi approchées que possible de celles que nous venons 
d'indiquer, et qu'elle ait toujours confirmé la proposition 
avancée : l'induction fait le reste. On pose le principe, et 
l'accord constant qui existe entre les résultats déduits de la 
théorie et les phénomènes d'équilibre ou de mouvement 
observés fournit à posteriori une preuve invincible de la 
certitude du principe admis. 

Dans les démonstrations précédentes, nous a^ons in- 
troduit de nouvelles forces qui se détruisaient d'elles- 
mêmes. Nous avons ^ussi introduit un point fixe. Ce sont 
des moyens de démonstration fréquemment employés. On 
peut, sans changer l'état mécanique d'un système^ y intro- 
duire telles nouvelle» forces qu'on voudra, pourvu qu'elles 
se détruisent dans l'hypothèse où elles agiraient seulea sur le 
système; On peut aussi, sans troubler l'équilibre d'un sys- 
tème de forces appliquées à des points liés entre eux d'une 
manière quelconque, fixer un ou plusieurs de ces points ou 
les lier entre eux de telle manière qu'on voudra. Il est évi- 
dent que l'introduction de ces points fixes, de ces liaisons 
nouvelles, ne peut avoir d'autre effet que de consolider 
l'équilibre. 

EXERaCE. 

THioAÈME. — Lorsque des forces appliquées à un système libre 
ont une résultante^ cette résultante est unique, c'est-à-dire qu'une 
force différente de celle-ci ^ soit en grandeur, soit en direction, ne 
saurait remplacer le système primitif. 
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DEUXIÈME LEÇON. 

Programme. — Composition de deux forces appliquées à un même point. 
— Théorème des moments par rapport à un point pris dans le plan 
des forces. 

12. Résultante de deux forces dirigées suivant la même 
droite, — Le cas le plus simple de la composition de deux 
forces est celui où elles sont dirigées suivant la même 
droite et dans le même sens. Il résulte de la définition 
même d'une force multiple d'une autre, que les deux 
forces ont alors une résultante égale à leur somme et 
dirigée suiv^ant la même dmite. En effet, soient P et Q 
les forces données, et k une force qui leur serve de com- 
mune mesure, en sorte que 

P = mA, Q r= /lA^, 

m etn étant des nombres entiers. 

On peut remplacer la force P par m forces égales à k, 
appliquées au même point et dans la même direction, et la 
force Q par n forces égales aux premières. Le point est 
maintenant sollicité par m-hw forces égales ou, ce qui 
revient au même, par une force unique égale à leur somme 
(m-hn)k ou P-hQ. 

La démonstration étant indépendante de la petitesse de 
la commune mesure, on peut regarder la proposition comme 
établie pour deux forces quelconques. 

(* ) Cependant, si Ton veut insister sur le cas où les deux forces 
sont incommensurables, on raisonnera ainsi : Soit A une force de 



{*) Les passages imprimés en petits caractères peuvent être omis à la pre- 
mière lecture. Cependant nous les recommandons à l'attention des candi- 
dats aux Écoles spéciales. 
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grandeur anssi petite qu'on voudra, dont la force P est un mul- 
tiple. La force Q ne sera pas un multiple exact de A-, et l'on aura 

P zir mky 

met n étant des nombrt^s entiers. 

D'où 

(m -l-/ï)/<.P-hQ<(/wH-/i -h i)X-. 

Soit R rintensité inconnue de la résultante. II est clair qu'on aura 

aussi 

(/iï-{-/i)A<;R<(/w -h/i-h i)^. 

Par conséquent, la différence R — (P + Q)» si elle existait, 
serait moindre que k. Mais cette différence serait de sa nature une 
grandeur fixe. Il est donc inadmissible qu'elle soit moindre que 
la quantité arbitraire k. Donc elle n'existe pas, et Ton a 

Rz=P-hQ. 

Si, au lieu de deux forces, on en supposait un nombre quel- 
conque P, Q, R, . . . , agissant toutes suivant la même droite 
et dans le même sens, le même raisonnement ferait voir 
que ces forces auraient une résultante égale à leur somme 

P4-Q-+-R.... 

Considérons maintenant le cas de deux forces P, Q 
dirigées suivant la même droite, mais de sens contraires. 
Soit P ^ Q 5 on peut regarder la force P comme la somme 
de deux forces, Tune égale à Q, qui détruit la force égale 
et contraire, l'autre égale à P — Q, qui est la résultante. 
Ainsi les deux forces ont une résultante égale à leur 
différence, et agissant dans le sens de la plus grande 
Jorce. 

13. Résultante d^un nombre quelconque de forces diri- 
gées suis^ant la même droite, — En rapprochant les deux 
cas que nous venons de considérer, on est conduit sans 
difficulté à cette proposition générale : 

La résultante d'un nombre quelconque de forces avoli' 
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quées à un même points suivant la même droite, est égale 
à [excès de la somme des forces qui agissent dans un sens 
sur la somme de celles qui agissent dans le sens contraire, 
et elle agit dans le sens de la plus grande somme. On 
peut dire encore que la résultante est égale à la somme 
algébrique des composantes^ en convenant de donner le 
signe -h à toutes celles qui tirent dans un sens, et le 
signe -* à celles qui tirent dans le sens contraire. 

14. Résultante de deux forces appliquées à un même 
point sous un angle quelconque. — Parallélogramme 
des forces, — Nous savons déjà qu^il existe une résul- 
tante (7). De plus, elle est située dans le plan PmQ 
{fie' *^)» V^^ comprend les directions des deux forces P 
elQ : car il n'y a pas de raison pour qu'elle soit dirigée 

Fig. 10. 




d'un côté du plan plutôt que du côté opposé. On recon- 
naît encore facilement que la résultante doit être dirigée 
dans l'intérieur de l'angle PmQ. Car, si la force P existait 
seule, le point m suivrait la direction xx'de cette force; 
mais la force Q intervenant tend à entraîner le mobile dans 
la région du plan située du même côté qu^elle, xBjc:'. On 
voit de même que le point m ne peut se mouvoir que dans 
la Té%\ony^y. Il devra donc se diriger dans la partie com- 
mune à ces deux régions, c'est-à-dire dans V intérieur àe 
l'angle PmQ. 

Maintenant, quelle sera, dans cetangle^ la direction de 
la résultante? 




On ne i*«persoii éi i i kwiw iat <{iie dêas le casmitidem 
totem mmi é^lc^ ccr alors il n> a pas êù nison pour 
que la résultante s'incliiM plus sur ïune Am Sortm que sur 
Vmuite t eUe est donr, dans ce eis^ dirige mfant U 
bissectrice de 1 an^le PaïQ. 

Poor délertmoer /a dùwction d^ la résultante dans le 
cas fjBomlf nom noas appoïenKks sur ce Icmine : 

Qaaife Cm^m ^>lest eppligiiées à dois s o mmci s op* 
posés dim Idsmge isiariaMe, et siiiyuh les cèlés^ se faut 
équilibre. 

En eOet, les deux forces é^es, dirigées smTant les 
cAtés AB, AC (Jig^ 1 1 ), obI une résnitante dirigée suivanl 
U diagonale AD^ qtû est c^ale et contraire à la résoltanle 
des deux antres focces dirigées snï^ant les côtéâ DB, DC. 



:r> 



t 



V 



Cda pcksé, 

«ppKqvées an point 
idées. 




êem% forces inhales P et Q^ 
{fig* t%)i et soit^ pour fixer les 

mmime nesnre. Si m A, mB 

re pr é scn teoi les inteositéi d^ forces 

'm deux partie égales^ la Ion- 

" ces parties. Aux somnseis 

', appliqnoos qaaire forces 

Ht es de ce losange; faisons 

a losange A171GU, anx 

BC^ enfin anx sommets 



^ 



l8 ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE. 

(H, S) du losange NRSC. Tous ces points étant supposés 
liés invariablement au point m, celui-ci ne cessera pas 
d'être sollicité de la même manière qu'auparavant. Or> les 
deux forcesii, dirigées suivant A m, de A vers 171, s'ajoutent 
pour former une force aArou P qui détruit la force pri- 
mitive P. La force Q est pareillement détruite par les 
trois forces k dirigées suivant Bm. Il est visible aussi 
que les deux forces égales à k qui agissent, en sens con- 

Fig. 12. 




traires, auxextréraités dechacunedespar/i/Zè/eç interniez 
diaires DS, EN, GH, se détruisent. Il ne reste donc plus 
que deux forces égales à A", dirigées suivant BC, et trois 
forces égales à A, dirigées suivant AC5 ou, ce qui revient 
au même, deux forces respectivement égales à P et Q, 
qu'on peut regarder comme appliquées au point C suivant 
les prolongements de BC et de AC. Ainsi, les forces primi- 
tives P et Q peuvent, sans que leur action sur le point ni 
soit en rien modifiée, être transportées, parallèlement à 
elles-mêmes, au sommet C du parallélogramme wACB. 
Donc leur résultante passe (10) par le point C, et par 
suite elle est dirigée suivant la diagonale /nC. 

Ce raisonnement suppose les forces commensurables. 

Dans le cas où elles sont incommensurables, on prouve, par la 
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réduction à Tabsurde, que la résultante est encore dirigée suivant 
]a diagonale du parallélogramme construit sur les longueurs qui 
représentent les deux forces. Supposons en effet qu'elle n*ait pas 
cette direction, et qu'elle tombe dans Tangle CmQ {^g. i3) ; elle 
coupera le côté GB en un certain point O. Prenons AD égale à GO. 
Quelque petite que soit la longueur Alk on peut concevoir mB 
divisée en parties égales plus petites; et si Ton porte l'une d Viles 
sur. m A, autant de fois que possible, à partir du point m, il tom- 
bera au moins un point de division I entre D et A. Gela posé, 
regardons la force P comme la somme de deux autres représentées 
par ml et lA. La force Q ou m B et la force ml étant commensu- 
râbles, leur résultante R' sera dirigée suivant la diagonale mEdu 

Fig. i3. 




parallélogramme /7iIEB,naquelle passera dans l'angle P/tiO; et 
pour avoir^la résultante définitive, il restera à composer cette 
force R' avec la force lA qu'on regardera comme appliquée en m. 
Mais la direction de cette résultante sera évidemment comprise 
dans l'angle P/wE, et dès lors ne pourra coïncider avec mO qui, 
par hypothèse, est la direction de la résultante des forces P et Q. 
Donc, 6tc. 

i5. Intensité de la résultante, — La direction de la ré- 
sultante étant connue, il reste à déterminer son intensité. 

Quelle qu'elle soit, concevons qu'on applique cette force 
au point m, en sens contraire de son action, et désignons- 
la par R' [fig. i4) vil y aura équilibre entre les trois forces 
P, Q, R'; par conséquent Tune quelconque d'entre elles, 
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la force Q par exemple, sera (6) égale et opposée à la ré- 
sultante des deux autres. Aiusi, en prolongeant la direc- 
tion de la force Q de Taulre côlé du point w, en mX, on 




aura la direction de la résultante des deux forces P et R. 
Par suite, si Ton mène par le point A une parallèle à mR 
jusqu'à la rencontre de mX, et qu'on achève le parallélo- 
gramme mAGD, mJ) représentera l'intensité delà force R-, 
car cette longueur est évidemment la seule qui, composée 
avec m A, donne un paraIléIogramme^dont la diagonale soit 
dirigée suivant mX. Mais on a 

wDnrGA = mC; 

donc la résultante des deux forces P et Q est égale à mC. 
Nous pouvons enfin formuler le théorème complet du pa- 
rallélogramme des forces : 

Deux forces quelconques appliquées à un même point 
ont une résultante représentée ^ en grandeur et en dirôc- 
fion, par la diagonale du parallélogramme construit sur 
les lignes qui représentent ces forces en grandeur et en 
direction. 

On voit que deux forces P et Q, qui agissent sous un 
angle différent de deux droits, ne peuvent jamais avoir une 
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résultante nulle, autrement dit, se faire équilibre; car la 
diagonale mC du parallélogramme construit sur les lon- 
gueurs qui représentent ces forces ne saurait être nulle. 

16. Problèmes sur la composition de deux forces, -^ 
Le triangle A mC (fig* i4) comprend tops les éléments quj 
ont trait aux grandeurs et aux directions des forces P, Q et 
de leur résultante R. En effet, les côtés m A, AC, mC sont 
respectivement proportionnels aux grandeurs des trois 
forces 5 et les angles AwC, AC/n, wAC sont respective- 
ment égaux aux angles de P avec R, de Q avec R, et au sup- 
plément de l'angle de P avec Q. 

Trois quelconques de ces six éléments étant donnés 
(pourvu qu'il y entre au moins la grandeur d'une force), 
on pourra se proposer de déterminer les trois autres : ce 
sont des problèmes déjà résolus dans la Trigonométrie. 

Si Ton désigne par P, Q, R les intensités des forces, «t 
par (P, Q), (P, R), (Q, R) les angles que leurs directions 
font entre elles, le triangle AmC donnera les relations 
connues : 
i\ P _ Q ^ R 

^^^ sin(Q,R)^sin(P, R) $in(P,Q)' 

(2) R»=P»-f-QV-f-2PQcos(P,Q). 

Les équations (i) montrent que : 

Chaque force est proportionnelle au sinus de Vangle 
fonné par les directions des deux autres, 

L équation (2) fournit Ja valeur de la rébultante, quand 
on donne en nombres les grandeurs des composantes, ainsi 
queTanglç qu'elles font^ntre elles. 

Si P ;^ Q, on en tire 

Rr=2Pcos-(P, Q); 

si de plus (P, Q) = 180 degrés, on a R = o. Ce cas^ déjà 
indiqué, est le seul où les deux forces P et Q se détruisent. 

1 7 , Décomposition d 'une force en deux autres de direc- 
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tions données. — Une force R étant donnée (Jig* i5), on 
pourra toujours la décomposer en deux autres, appliquées au 
même point suivant des directions données mX, mT, comr- 
prises dans un même plan a%^ec la force R. H suffira en effet 
de prendre, sur la direction de R, une longueur mC arbi- 
traire, et de mener du point C une parallèle CA à la direc- 
tion m Y jusqu'à la rencontre de mX; m A et CA seront 




proportionnelles aux intensités des deux composantes P 
et Q, et même les représenteront, si l'on convient que mC 
représente la force donnée R. Les relations (i) fourni- 
ront 

sin(P,Q) ^ sin{P,Q) 

Si Tangle (P, Q) = 90 degrés, on aura plus simplement 

P = R cos (P, R), Q = R cos (Q, R), 
R2 = P» -h Q^ 

Chaque composante est alors égale à la projection de la 
résultante sur sa propre direction. 

Cette projection de la force R sur une direction mX est 
ce qu'on appelle aussi la force R estimée suivant mX, 

18. Moments des forces par rapport à un point. — 
Théorème de Varignon (*). — On appelle moment d'une 

(*) Varignon, célèbre géomètre français de la fin du xvii« siècle. 
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force par rapport à un point le produit de la force par la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur sa direction. 

Il est facile de voir que les moments de deux forces P 
et Q, par rapport à un point quelconque O (fig* i6) pris 

Fig. 16. 




sur la direction de leur résultante, sont égaux. 

En effet, si du point O l'on mène des parallèles OA, OB 
aux directions des forces et des perpendiculaires OH, OK 
sur ces mêmes directions, on aura, vu l'égalité des trian- 
gles mOA, mOB, 

m A X OH = /wB X OK, 

ou bien, en remplaçant /wA, mB par les forces P, Q qui 
leur sont proportionnelles, et désignant, pour abréger, par 
j9, q les perpendiculaires correspondantes, 

Vp = (^q. 

Cette proposition n'est qu'un cas particulier du théo- 
rème des moments, dit théorème de P^arignon, lequel 
s'énonce ainsi : 

Le moment de la résultante de deux forces appliquées 
à un même point, par rapport à un point quelconque de 
leur plan, est égal à la somme des moments des compo" 
santés. 

Soient P, Q les deux forces représentées par mA, mB 
{Jlg. 17) •, R leur résultante^ O le point du plan PmQ par 
rapport auquel on prend les nK)ment$, et que nous suppo* 
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«érons d'abord hors de l'angle PmQ et de son opposé par 
le sommet. 

Les moments de P, Q, R, par rapport au point O, sont, 
d'âpres leur définition, respectivement doubles des aires des 
triangles 0/wA, OmB, OwCj en sorte que le théorème de 
Mécanique qui nous occupe revient à cette proposition de 
Géométrie : 

L'aire OmC du triangle construit sur la diagonale d'un 
parallélogramme est égale à la somme dçs aires OmÂ, 
OmB des triangles construits sur les côtés adjacents. 
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Ces triangles peuvent être considérés comme ayant même 
base Om. Il suffit donc de faire voir que la hauteur abaissée 
du soinmet G est égale à la somme des hauteurs des som- 
mets A et B. Soit mené par le point m Taxe XX' perpen^ 
diculaire à Om, et projetons les points A, B et G sur cet 
axe. Les projections mC, mA', wB' seront respective- 
ment égales aux trois hauteurs considérées. Or, on a évi- 
demment 

mC'=:i»B'H-B'C', 

ou, remplaçant B'G' par mhl (qui lui est égale comme 
projection, sur le même axe, d'une droite m A égale et pa- 
rallèle à BC), ♦ 

/iîC' = /iiA'-l- wB', 

tt qui démontt^ le ihéorème énoncé. 

On remarquera qu'ici les points A et B sont situés d'un 
mime o6té de la droite Om \ et par suite les projections, sur 
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Taxe perpendiculaire mX, de m A el /wB, sont dirigées 
dans le même sens, à partir de m. 

Supposons maintenant lé point O dans l'intérieur de 
l'angle PmQ (Jig. i8). 

Les points A et B étant situés de côtés différents de Om, 





Fig. 
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les projections m A', mB', sur Taxe XX', sont dirigées en 
sens contraires, et Ton a 

wC' = mB'— B'C, 
ou, remplaçant B'C par son égale m A', 
//îC<=r/wB' — /wA'. 

Par conséquent, l'aire OmC est maintenant égale à la 
différence OwB — 0mA ; en d'autres termes, le moment 
de la résultante des deux forces P et Q, par rapport au 
point O, est égal à la différence des moments des compo- 
santes. 

Mais il est préférable de conserver un seul et même 
énoncé pour les deux cas; et, à cet effet, on convient d'at- 
tribuer des signes anx moments, ainsi que nous allons l'ex- 
pliquer. ^ 

19, Signes des moments, — Rotations fictives, — Ima- 
ginons que le point O soit fixe, et que les perpendiculaires 
abaissées de ce point sur les forces soient liées invariable- 
ment avec iui^ et r^ardons chaque force comme appli- 



26 ÉLÉMENTS DE MÉCAIflQUE. 

quée à rextrémilé de la perpendiculaire qui lui corres- 
pond : cette perpendiculaire sera comme un bras de le\>ier 
que la force tendra à faire tourner autour du point O. 
Enfin, pour apprécier le sens de cette rotation fictive, sup- 
posons un observateur debout sur le plan, les pieds en O, 
et regardant le mouvement. Il est évident que, dans le cas 
où le point O est pris hors de l'angle PmQ [^fig^ 19) ou de 




son opposé par le sommet, les trois rotations que tendent 
à produire les forces P, Q, R sont de même sens, dirigées 
de la droite à la gauche de l'observateur, comme l'indi- 
quent les flèches. 

Il en est autrement dans le cas de la^^. 20, où le point 




O est pris dans l'angle des forces bu dans son opposé par 
le sommet. Les forces P et R tendent à faire tourner leurs 
bras de levier de gauche à droite, pour l'observateur placé 
en O, tandis que la force Q tend à faire tourner de droite 
à gauche. Cela posé, nous conviendrons de donner le 
signe -h aux moments des forces qui tendent à faire tour- 
ner leurs bras de levier dans un certain sens (de gauche à 
droite, par exemple), et le signe — aux moments des forces 
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qui tendent à faire tourner en sens contraire. Avec celte 
convention, il est aisé de voir que le théorème des mo- 
ments peut toujours s'énoncer ainsi : 

Le moment de la résultante est égal à la somme (algé- 
brique) des moments des composantes. 

Il importe d'ajouter que la résultante tend à faire tour- 
ner son bras de levier dans le même sens que la compo- 
sante qui a le plus grand moment. C'est ce que montrent 
clairement les^g^. 19 et ao. 

Ce théorème sera étendu à un nombre quelconque de 
forces situées dans un même plan. 

En désignant par p, q^ r les distances respectives du 
point O aux forces P, Q, R, le théorème de Varignon 
s'exprimera par l'équation 

où chaque moment portera son signe conformément à la 
convention ci -dessus. 

Pour tout point O pris sur la direction de la résultante, 
on a r == o, et par suite 

Les moments des composantes sont égaux et de signes 
contraires. C'est ce que nous avions déjà trouvé (18), 
abstraction faite des signes des moments. 

Réciproquement, si les moments de deux composantes 
sont égaux et de signes contraires, par rapport à un cer^ 
tain point de leur plan, ce point appartient à la direc- 
tion de la résultante. En effet, la som^le P/? H- Q9 étant 
nulle, on a Rr= 05 et, comme R n'est pas supposée nulle, 
il en résulte r = o. 
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TROISIÈME LEÇON. 

Programme. — Composition d*un nombre quelconque de forces appliquées 
à un même point. — Condition d'équilibre. 

20. Composition d'un nombre quelconque de forces 
appliquées à un même point. — Polygone des forces, — 
La règle du parallélogramme des forces établie, il est aisé de 
composer un nombre quelconque de forces appliquées à un 
même point, et dirigées comme on voudra dans l'espace. 

En effet, on composera d'abord deux de ces forces en une 
seule par la règle du parallélogramme; puis cette résul- 
tante partielle avec une troisième force; puis la nouvelle 
résultante avec une quatrième force, et ainsi de suite jus- 
qu'à ce qu'on les ait épuisées toutes. La dernière résultante 
obtenue sera évidemment capable de remplacer le système 
des forces primitives; et, par suite, sa grandeur et sa di- 
rection seront indépendantes de Tordre suivi dans les com- 
positions successives. 

Si Ion représente les grandeurs des composantes P, 
P', P", P"',..., par des longueurs mA, ttzA', mA!'^ /;iA''',.., 
[fie* ^0' prises sur leurs directions, les opérations que 
nous venons d'indiquer conduisent à un théorème qu'on 
peut appeler le polygone des forces. 

Par le point A, menons la droite AB égale et parallèle à 
mA'. La ligne qui joindrait le point m au point B repré- 
senterait en grandeur et en direction la première résul- 
tante partielle. Mais, comme elle ne nous est pas néces- 
saire, nous ne la traçons pas. Menons ensuite par le point 
B la droite BC égale et parallèle à mk'\ il est clair que la 
ligne qui joindrait dans l'espace le point m au point C re- 
présenterait en grandeur et en direction la résullanlc des 
trois premières forces P, P', P'', et ainsi de suite. Donc, si 
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ron déctit dans V espace un contour polygonal m ABCDK^ 
plan ou gauche y dont les côtés successifs soient parallèles 
et proportionnels aux forces proposées ^ la droite wE qui 
fermera ce contour sera parallèle et proportionnelle à la 
résultante du sjsième. 

Fig. 21. 




21, Condition générale d'équilibre, — Pour qu'il y ail 
équilibre, il faut el il suffit que la résultante soit nulle, 
ou, ce qui revient au même, que le contour polygonal 
mABCDE se ferme de lui-même. Telle est, sous sa forme 
la plus synthétique, la condition d'équilibre d'un système 
quelconque de forces appliquées à un même point. Nous la 
développerons plus loin. 

22. Cas de trois forces, — Parallélipipède des forces, 
— Quand les forces données sont au nombre de trois, non 
situées dans un même plan, la construction précédente 
doune pour résultante la diagonale du parallélipipède dont 
ces forces sont les trois arêtes adjacentes. En effet, soient 
P, Q, S les trois forces représentées en grandeur et en 
direction par AM, AN, AO {fig, n'^), La droite AV qui 
ferme le contour ANTV, dont les côtés sont égaux et paral- 
lèles ^ux forces, représente la grandeur et la direction de 
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la résultante. Or, si l'on achève la construction du parallé- 
lipipède dont AM, AJN, AO sont trois arêtes contiguës, il 

Fig. 22. 




est visible que AV est la diagonale qui joint deux sommets 
opposés de ce parallélipipède. 

On voit par cette construction que trois forces appli- 
quées au même point, et non situées dans un même plan, 
ne se font jamais équilibre : car la diagonale AV ne saurait 
être nulle, si les trois forces ne sont pas séparément nulles. 

23. Équilibre de trois forces concourantes, — Pour 
qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit que l'une des forces 
soit égale et opposée à la résultante des deux autres. Il en 
résulte que si l'on prolonge la direction mV de l'une d'elles 
de l'autre côté de m, en mx [fig» 23), on aura la direction 

Fig. 23. 




de la résultante des deux autres forces Q et S , et comme 
celle-ci est nécessairement comprise dans le plan de ses 
deux composantes, on voit d'abord que les trois forces 
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doivent être situées dans un même plan. De plus, on 

aura (16) 

P Q _ S 

sin (Q, S) sin (or/wS) sio [xmÇj) ^ 

mais les angles xmS, xmQ sont suppléments des angles 
(P,S), (P,Q).Donc 

P Q S 

sin (Q, S) ~" sin (P, S) ~" sin (P, Q) ' 

En résumé, pouf que trois forces appliquées à un même 
point se fassent équilibre, il faut et il suffit que les trois 
forces soient situées dans un même plan, et que chacune 
déciles soit proportionnelle au sinus de l'angle compris 
entre les directions des deux autres, 

24. Décomposition d'une force en trois autres de direc- 
tions données. — Une force quelconque R étant donnée, 
on pourra toujours la décomposer en trois autres forces de 
directions données mx^ my^ mz, pourvu qu'elles ne soient 
pas toutes trois comprises dans un même plan et que deux 
d'entre elles ne soient point parallèles. 

En effet, si l'on prend sur la direction de R {Jig. 24) une 

Fîg, 24. 




gueur mG qui en représente l'intensité 5 que par le 
point G on mène GD, parallèle à mz^ jusqu'à la rencontre 
du plan xrnj) enfin DA, parallèle à mj^ jusqu'à la ren- 
contre de mx, on formera le contour polygonal GDAm 
dont les côtés /w A, AD, GD représenteront les trois com- 
posantes cherchées. Pour les avoir en position, c'est-à-dire 
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appliquées au point m même, il suffira d'achever le paral- 
lélipipède, dont m A, AD, GD sont les arêtes. 

Si les trois axes mx^ mj^ mz sont rectangulaires, on 
aura 

mÇj = y //îaV adVdg', 

wA = /TiG cosAwG, elc , 

ou bien, en désignant par X, Y, Z les composantes diri- 
gées respectivement suivant /nx, mj^ mzj et par a, t, c 
les angles que la résultante R fait avec les axes, 



X = Rcosûr, Y=:Rcos^, Z = Rcosc. 

Ces équations comprennent celles du n^ 17, lorsque l'une 
des composantes, Z par exemple, est supposée nulle, auquel 
cas la résul tante R est comprise dans le plan des deux autres. 

25. Réduction du cas général à celui de trois forces 
rectangulaires, — Le théorème du polygone des forces (20) 
ne fait pas connaître comment la grandeur et la direction 
de la résultante dépendent des grandeurs et des directions 
des composantes. Le moyen le plus simple de répondre à 
cette question est de réduire d'abord toutes les forces don- 
nées à trois autres, dirigées suivant trois axes rectangu- 
laires. 

Soient P, P', P", P"^..., les forces qui sollicitent le 

Fig. 25. 



point m. Menons à volonté par ce point trois axes recun- y 
gulaires xx\ yy\ zz' {Jig* aS). Soient a, ^, y les angles 
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(aigus OU obtus) que la force P fait respectivement avec les 
parties mx, my^ mz des axes^ cl\ j3', y' les angles analogues 
pour la force P', et ainsi de suite. Chaque force P sera dé- 
composable en trois autres dirigées suivant les axes^ et ces 
composantes seront égales aux ^valeurs absolues des pro- 
duits 

Pcosa, Pcosp, Pcosy. 

Je dis valeurs absolues ^ attendu que la force P peut 
occuper, dans l'un des huit angles trièdres formés par les 
axes, une position telle, qu'un ou plusieurs des angles a, J3, y 
soient obtus, et qu alors ce sont les suppléments de ces 
angles obtus qui doivent figurer dans la construction du 
parallélipipède des forces. Mais remarquons que, selon que 
le cosinus d'un angle a est positif ou négatif, la compo- 
sante qui lui correspond agit suivant la partie mx de Taxe 
xx' on suivant son prolongement mx'. Par suite, le signe 
du produit P cosa peut servir à indiquer le sens dans 
lequel a^it la composante. Ce signe n'est donc pas à rejeter. 

Nous conviendrons de regarder comme positives les com- 
posantes qui seront dirigées suivant la partie mx de Taxe et 
comme négatives celles qui agiront dans le sens opposé. La 
même convention s'appliquera aux deux autres axes. 
D'après cela, chacun des produits 

P cosa, P cos p, P C0S7, 

pris ai^ec son signe, représentera à la fois la grandeur et le 
sens de la composante correspondante. Cela posé, toutes les 
composantes 

Pcosa, P'cosa', P'^cosa",..., 

dirigées suivant mx (ou mx^), se composeront en une seule 
force (13) égale à leur somme algébrique, et que nous dési- 
rerons par X, 

X^^Pcosa; 

3 
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et cette résultante partielle agira elle-même dans le sens mx 
ou dans le sens opposé, selon qu'elle sera positive ou néga- 
tive. On aura de même, suivant Taxe yy'^ une résultante 
partielle 

et, suivant Taxe zz'^ 

Z=2rcos7. 

Toutes les forces seront ainsi réduites à trois X, Y, Z, di- 
rigées suivant les axes. 

Maintenant, on composera ces trois dernières forces en 
une seule R qui sera la résultante définitive, et dont la 
grandeur et la direction seront déterminées par les formules 
du numéro précédent. 

Il n'y aura pas de signe à attribuer à la force R qui doit 
être considérée comme une grandeur absolue. Mais les 
cosinus des angles a, t, c, qu'elle fera avec les parties mx^ 
my^ mz des axes, seront de mêmes signes que X, Y, Z ; et 
par conséquent on saura si ces angles sont aîgus ou obtus, 
ce qui ne laissera rien d'indéterminé sur la direction de la 
résultante. 

26. Projection de la résultante sur un axe. — Comme 
l'axe mx a été mené arbitrairement, la relation 

R cosa =^/P cosoL 

nous donne ce théorème : 

Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un même 
point, la projection de la résultante sur une droite quel- 
conque est égale à la somme des projections des compo- 
santés. 

Si l'on se reporte au polygone des forces (20), on voit 
que cet énoncé peut se changer dans le suivant qui est pure- 
ment géométrique : 
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La somme algébrique des projections des côtés d^un 
contour polygonal, plan ou gauche, sur un axe quelcon^ 
que y est égale à la projection de la droite qui ferme le 
contour. 

Nous rencontrerons, dans le cours de ces Leçons, plu- 
sieurs autres exemples de théorèmes de Géométrie démon- 
trés par la Mécani({ue. Celui-ci est d'ailleurs susceptible 
d'mie démonstration directe à laquelle nous ne nous arrê- 
terons pas. 

27. Développement de la condition générale d^équi^ 
libre. — Revenons sur la condition d^équilibre déjà établie 
sjnthétiquement (20). Nous pouvons maintenant Tex- 
primer en fonction des forces et des angles que leurs direc- 
tions font avec trois axes. 

En effet, pour qu'il y ait équilibre, c'est-à-dire pour que la 
résultante soit nulle, il faut et il suffit (22) que chacune des 
composantes X, Y, Z soit elle-même nulle. On aura donc 

(i) ^ P cosa = o, 2^^^^==^^» VPcos7 = o. 

Ainsi, pour r équilibre d^un système de forces appli- 
quées à un point libre, il faut et il suffit que la somme des 
forces décomposées suivant trois axes rectangulaires soit 
égale à zéro par rapport à chaque axe. 

28. Remarqtêe, — Noos avons suppose dans ce qui précède 
que les trois axes sur lesquels on projetait les forces étaient per- 
pendicalaires entre eux. Mais il est bon de remarquer que les 
conditions d'équilibre n'impliquent pas nécessairement cette per- 
pendicularité. Pour que l'équilibre existe, il est nécessaire et suf* 
fisant que la somme des projections des forces sur trois directions 
formant un angle trièdre quelconque soit nulle pour chacune de 
ces directions. Cela est nécessaire; car, s'il y a équilibre, la résul- 
tante est nulle, et, par suite, sa projection sur un axe quelconque 
Test aussi. Or, on a vu (26) que cette projection est égale â la 
somme des projections des comiKisantcs. Rn second lieu, eeta est 

3. 
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suffisant; car, du moment que la projection de la résultante sur 
lin axe est nulle, il arrive de deux choses l'une : ou que la résul- 
tante est nulle, ou qu'elle fait un angle droit avec Taxe de pro- 
jection. Mais la résultante ne saurait être perpendiculaire à la fois 
aux trois arêtes d*un angle trièdre. Donc elle est nulle dans ce 
cas, et réquilibre existe. 

Quand les trois axes sont suppôt rectangulaires, les projec- 
tions des forces se confondent avec leurs composantes suivant les 
mêmes axes, en sorte qu'il est indifférent d'adopter l'un ou l'autre 
terme dans l'expression des conditions d'équilibre. 

Quand les axes sont obliques, les composantes X, Y, Z de la 
force P ne sont pas égales aux projections Pcosa, Pcos^, PC0S7. 
Ainsi, projections et composantes ne se confondent plus. Néan- 
moins, on peut encore dire que pour l'équilibre il faut et il suffit 
que les sommes des composantes des forces suivant chaque axe soient 
égales à zéro. Car ces sommes algébriques sont toujours égales res- 
pectivement aux composantes de la résultante suivant les mêmes 
axes, et, par suite, la résultante ne peut être nulle qu'autant que 
ces sommes sont elles-mêmes nulles. Ainsi les équations 

2x=o, 2^=0. 2^=0, 

bien que non identiques dans ce cas aux équations (i ), constituent 
un système équivalent, en ce sens que l'un des deux entraîne l'autre. 

EXERaCES. 
I. Développer l'expression 

qui représente (2&>) le carré de la rés.ul tante R d'un système de 
forces P, P', P",..., et faire voir qu'elle se réduit à 

R»— 2p'"+-^2^^'^*(^'^'^' 

D'après celte formule, la grandeur de la résultante est indépen- 
dante de la direction des axes, ce que Ton pouvait prévoir. 
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II. Démootrer que Fan^e de la résultan le R avec Tune des 
forces P, F, P^,... est donné par la formule 

P^P^cos(P,P-)^P"cos(P,P")-4-,. . 
cos(R,P) = g , 

ce qui montre aussi que la direction de la résultante ne dépend 
pas de la direction des axes. 

III. Faire voir qoe les conditions d'équilibre du n* JTT compren- 
oent, comme cas particulier, celles du n** â3 qui sont relative» au 
cas de trois forces. 
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QUATRIÈME ET CINQUIÈME LEÇON. 

Progrâmiie, — > Composition de deux forces parallèles. — Couple. — 
CoQiposition d'un nombre quelconque de forces parallèles. — Centre 
des forces parallèles. 

29. Résultante de deux forces parallèles et de même 
sens, déduite du cas de deux forces concourantes. — La 
composition de deux forces parallèles peut se déduire de 
celle de deux forces concourantes, en supposant que le 
point de concours s'éloigne à Tinfini. 

Soient P et Q deux forces appliquées à un point m 
[Jig. 26); d'un point quelconque O, pris sur la résultante R, 

Fig a6. 




abaissons les perpendiculaires OA, OB sur les directions 
des forces. 

Nous avons vu (19) que les moments P.OA, Q.OB 
étaient égaux et de signes contraires ; et réciproquement, 
que si cette égalité avait lieu, pour un point O pris dans le 
plan des forces, la résultante passait nécessairement par ce 
point. 
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Cela pose, regardons les forces P et Q comme appli- 
quées aux points A et B, que nous supposerons liés au 
point m. La force P demeurant constante de grandeur et 
de position^ concevons que Tangle AOB s'ouvre de plus en 
plus, de manière que la force Q prenne successivement les 
directions B'Q', B^'Q'',... tangentes à Tare BC décrit du 
point O comme centre : le point de concours m des deux 
forces s'éloignera indéfiniment en m', m/\,..y sans qt^leur 
résultante cesse de passer par le point O. L'intensité de 
cette résultante, qui est donnée par la formule 

variera et se rapprochera de plus en plus de la somme 
P -h Q, puisque l'angle (P, Q) tend vers zéro. A la limite, 
quand la force Q aura pris la position CQ'" parallèle à la 
force P et de même sens qu elle, la résultante passera tou- 
jours par le point O, sera parallèle aux composantes, de 
même sens qu'elles, et égale à leur somme P -f- Q. Or, ce 
point O divise la perpendiculaire commune AC en deux 
segments réciproquement proportionnels aux forces 5 car 
l'égalité P.OA = Q.OC équivaut à 

P_OC 
Q"^OA* 

Ajoutons que toute autre droite A'C, oblique aux forces, 
que l'on voudra considérer comme droite d'application, 
sera évidemment divisée par la résultante dans le même 
rapport. 

Ainsi, on a ce théorème : 

Deux forces parallèles et de même sens^ appliquées à 
deux points liés ins^aiiablement entre eux, ont une résul^ 
tante qui leur est parallèle^ de même sens, égale à leur 
somme ^ et dont la direction partage la droite qui joint les 
points d'application en deux segments réciproquement 
proportionnels a ux forces . 
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30. Démonstration directe, -^ Considérons deux forces 
P, Q parallèles, de même sens, et appliquées à deux points 
matériels A et B, liés entre eux par une droite invariable 
de longueur . (^g^, 27). Appliquons à ces deux points, et 




^F + Q 



suivant les prolongements de la droite, deux forces S, T, 
égales et contraires. Le système ne sera pas changé. Mais, 
si l'on compose, par la règle du parallélogramme, les forces 
(P, S), (Q, T), on aura deux nouvelles forces U, V qui 
remplaceront les forces primitives, et dont les directions 
concourront nécessairement en un certain point C. On 
pourra les appliquer à ce point, supposé lié à la droite AB^ 
d'où l'on voit déjà que les deux forces parallèles proposées 
admettent une résultante comprise dans Tangle ACB. Pour 
aller plus loin, redécomposons au point C les forces U et V, 
chacune en deux composantes parallèles à celles qui les ont 
produites. Il est évident que nous retrouverons, suivant la 
direction xx' parallèle à AB, les deux forces égales S et T 
qui se détruiront; et, suivant CO parallèle à AP, les deux 
forces égales P et Q qui s'ajouteront pour donner la ré- 
sultante définitive P -f- Q. 

Cette résultante va couper AB en un point O qu'il reste 
à déterminer. Or, AC étant la direction de la résultante 
des forces P et S, considérées comme appliquées en C, le 
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triangle AOC donne (16) 

PCO 
S ~" AO' 

De même, le triangle BOC donne 

T BO 
Q"~CO* 

Multipliant membre à membre, et observant que S = T, 

il vient 

P BO 
Q"~ AO' 

Ainsi, nous retrouvons le théorème complet du numéro 
précédent. 

31. Remarques. — I. La proportion qui définit le point O 
ne dépend que du rapport des grandeurs des forces P et Q. 
Il en résulte que si ces forces venaient à changer de direc- 
tion, sans cesser d'être parallèles et appliquées aux mêmes 
points A et B, et si leurs grandeurs venaient à varier, en 
conservant le même rapport, la résultante ne cesserait pas 
de passer par le point O. Cette propriété remarquable, qui 
distingue le point O de tout autre point, lui a fait donner 
particulièrement' le nom de point d^ application de la ré- 
sultante. 

IL De la proportion 

P _ BO 
Q"~ AO' 
combinée avec les relations 

R = P -h Q, AB = AO -f- BO, 
on tire 

BO ~" AO ~" AB ' 

c'est-à-dire que chacune des trois forces P, Q, R peut être 
représentée par la distance des points d'application des 
deux autres. 
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32. Décomposition d* une force en deux autres forces 
parallèles. — Une force R, appliquée à un point O d'un 
corps, étant donnée, on pourra la décomposer en deux an- 
tres qui lui soient parallèles, de même sens qu'elle, et ap* 
pliquées en deux points donnés, pourvu que ces deux points 
soient en ligne droite avec le point d'application de la 
force R, de côtés différents de ce point et liés invariable- 
me|p avec lui .Les inconnuesde la question serontles gran- 
deurs des forces P et Q, immédiatement fournies par les 
relations ci-dessus. 

On peut aussi décomposer la force R en deux autres qui 
lui soient parallèles, de même sens qu'elle, et dont Tune P 
soit donnée de grandeur et appliquée en un point donné A^ 
L'autre composante sera R — P (on suppose P<^R), et 
son point d'application sera situé sur le prolongement de la 
droite AO, à une distance BO fournie par Téquation 

B0=— ^.AO. 
R — P 

33 . Résultante de deux forces parallèles et de sens con^ 
traires/ — La démonstration du u^ 30 peut s'appliquer di-^ 
rectement au cas où les deux forces parallèles sont de sens 
contraires. Mais il est plus simple de ramener ce cas a celui 
qui vient d'être traité. 

Soient P et Q deux forces parallèles et de sens contraires, 
appliquées aux points A et B (^g» 28), et supposons que (^ 
soit la plus grande. 

Fig. 38 



0-P 




D'après ce qui précède, nous pouvons décomposer Q t^ 
deux autres forces parallèles et de même sens, Tune égii^ 
à P appliquée en A, l'autre égale à Q — P appliquée eti un 
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point O, dont la position sur le prolongement de AB sera 
déterminée par la proportion 

— = 9 d OÙ BO = AB. 

AB Q — P' ""u «v/ Q_p"- 

Or les deux forces P appliquées au point A en sens con- 
traires se détruisent. H ne reste donc que la force Q — P, 
laquelle est, par conséquent, la résultante cherchée. Re- 
marquons enfin que la proportion précédente donne 

BO P 

ao""q' 

Ainsi, deux forces parallèles et de sens contraires ont 
une résultante qui leur est parallèle, dirigée dans le sens 
de la plus grande^ égale à leur différence, et dont la di-^ 
rectiôn rencontre le prolongement de la droite qui joint 
leurs points d'application en un point tel, que les distances 
à ces points sont réciproquement proportionnelles aux 
forces. 

Ed désignant par R la résulunte Q — P, on a, comme 
dans le cas de deux forces parallèles et de même sens, la 
sniie de rapports égaux 

BO"" AO""AB' 
en sorte que chacune des trois forces peut encore être re- 
présentée par la distance des points d'application des deux 
autres. 

34. Du couple, — Le cas de deux forces parallèles et de 
sens contraires présente une singularité remarquable, quand 
les deux forces sont égales. Reprenons les relations 

BO==^-^AB, Rz=Q-P. 

Si l'on suppose que la force Q, toujours supérieure à P, 
^tninue de plus en plus, BO va en croissant et R en dimi- 
nuant indéfiniment. 
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Le point d^application de la résultante s'éloigne donc de 
plus en plus, en même temps que la grandeur de cette force 
diminue. A la limite, lorsque Q = P, on a BO = oo , et 
R = o, ce qui veut dire que la résultante n'existe plus. 
Nous devons conclure de là que deux forces égales, pa- 
rallèles , de sens contraires^ mais non directement oppo-^ 
sées, ni} ont pas de résidtante, 

Ce résultat du calcul pouvait être prévu. En effet, tout 
étant égal de part et d'autre, il n'y aurait aucune raison 
pour que cette force unique, si elle existait, agît dans un 
sens plutôt que dans le sens opposé. 

D'ailleurs, il est clair que le système de deux forces égales 
et contraires, appliquées aux extrémités d'une droite in- 
flexible AB, n'est pas de lui-même en équilibre. Car, si Von 
fixe le point A, ce qui détruit la force P, l'autre force aura 
évidemment pour effet (9) de mettre en mouvement la 
droite AB autour du point fixe. 

M. Poinsot a donné à ce système de forces le nom de 
couple. U eu a fait une étude approfondie et féconde. Nous 
renvoyons le lecteur, désireux de connaître la théorie des 
couples et ses remarquables applications, au Traité de 
Statique de ce savant géomètre. 

35. Théorème des moments. — Le théorème des mo- 
ments, établi (18) pour le cas de deux forces appliquées 
à un même point, s'étend au cas de deux forces parallèles. 

Fig. 29. 




Soit C un point quelconque du plan des forces {fig* 29), 
par rapport auquel nous prendrons les moments. De ce 
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point, menons une perpendiculaire commune CED aux di- 
rections des forces, et désignons, pour abréger, par p^q^r 
les segments CD, CE, CL 

Puisque Ton a 

P.AO=:Q.OB, 
on aura aussi 

P.DI = Q.IE, 
ou bien 

d'où l'on tire, en observant que R = P 4- Q, 

c'est le tbéorème des moments. 

Nous ayons supposé le point C en dehors des directions 
des deux forces. S'il est compris entre elles, on trouvera 
de même que Ton a 

Rr=rP/? — Qy OU Rr=i:Qy — P/> 

selon que le point C tombe entre la résultante et la force Q, 
ou entre la résultante et la force P. 

Nous avons aussi supposé que les forces étaient de 
même sens. Dans le cas contraire, on voit que le mo- 
ment de la résultante est égal à la somme (algébrique) 
des moments des composantes^ le changement de signe 
d'un moment correspondant toujours, comme ou l'a ex- 
plicpié (19), à un changement de sens dans la rotation 
que la force tend à produire autour d'un observateur qui 
serait placé au point C supposé fixe. 

36. Remarque sur les signes quil cornaient d'attribuer 
aux forces parallèles et aux perpendiculaires. — Nous 
ferons observer qu'il se présente ici une circonstance parti- 
culière qui n*avait pas lieu dans le cas des forces con- 
courantes. Un système de forces parallèles n'admet que 
deux sens diamétralement opposés : de même, les perpen- 
diculaires abaissées du centre des moments sur les direc- 
tions des forces n'adraellent que deux sens contraires à 
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partir de oe point. Les conventions ordinaires des signes 
sont donc applicables a ces deux ordres de grandeurs, 
comme en Géométrie analytique. Cela posé, on constatera 
aisément que Téquation 

convient à tous les cas, pourvu que forces et perpendicu^ 
laires portent leurs signes respectifs, et qu*on applique à 
ces produits de deux facteurs les règles des signes de l'Al- 
gèbre. 

Il n'en était pas de mèhie dans le cas des forces concou- 
rantes. Les forces et les perpendiculaires abaissées sur 
elles, pouvant prendre toutes les directions imaginables, 
n'étaient pas susceptibles de signes. Aussi n'en avons* 
nous attribué qu'aux moments^ c'est-à-dire aux produits 
effectués Pp^ Qq] et, à cet effet, nous avons introduit 
l'idée d'une rotation active, qui nous offrait Tavantage de 
ne pouvoir s'accomplir que dans deux sens contraires 
autour du centre des moments. 

37. Cas du couple. — Dans le cas singulier du couple, 
la somme algébrique des moments des forces P, — P, par 
rapport h un point quelconque C du plan, se réduit au 
produit P X AB de Tune des forces par la perpendiculaire 
commune. Cette somme est donc indépendante de la posi- 
tion qu'occupe le point C dans le plan. 

38. Résultante d'un nombre quelconque de forces situées dans 
un même plan, — Extension du théorème des moments. — Quand 
on sait composer deux forces concourantes ou parallèles, il est 
facile de déterminer la résultante d*un système quelconque de 
forces situées dans un même plan ; et Ton va voir que le théo- 
rème des moments est encore applicable. 

Parmi les forces données, on en choisît d'abord deux qui ne 
forment pas un couple (ce qui est toujours possible), et on les 
compose en une seule. Le système proposé est ainsi remplacé par 
un autre qui a une force de moins, et dans lequel la somme totale 
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des moments des forces par rapport à un point quelconque du 
plan n'a pas changé, puisque le moment de la résultante partielle 
est égal à la somme des moments des deux forces qu'elle rem- 
place. Mais on peut répéter sur le nouveau système la même 
composition, c'est-à-dire le remplacer par un troisième, dans 
lequel il y aura encore une force de moins, sans que la somme 
des moments ait changé; et ainsi de suite. On parviendra ainsi 
toujours à réduire le système proposé à deux forces. 

Maintenant, si ces dernières ne forment pas un couple, on les 
composera en une seule qui sera la résultante définitive, et le 
moment de cette résultante par rapport à un point quelconque 
du plan sera égal à la somme des moments de ses deux compo- 
santes, c'est-à-dire à la somme des moments des forces propo- 
sées. On aura donc ce théorème général : 

Le moment de la résultante d'*un système de forces situées dans 
un même plan, par rapport à un point quelconque du plan, est 
égal à la somme { algébrique) des moments des composantes. On 
prendra avec le signe -h les moments des forces qui tendent à 
faire tourner leurs bras de levier (19) dans un certain sens, de 
gauche à droite, par exemple, autour du centre des moments, et 
avec le signe — les moments des forces qui tendront à faire tour- 
ner en sens contraire. La résultante tendra à faire tourner son 
bras de levier dans le sens des forces qui donnent la plus grande 
somme de moments. 

Dans le cas du couple, il n'y a plus de résultante unique, et 
ta somme algébnque des moments de forces a une valeur con- 
stante (37), quelle que soit la position du point pris pour centre 
des moments dans le plan des forces. 

Le théorème des moments fournit un autre moyen de détermi- 
ner la résultante d^un système quelconque de forces situées dans un 
même plan; car on peut avoir d^abord la grandeur et la direction 
de la résultante en transportant toutes les forces parallèlement à 
elles-mêmes en un même point et les y composant en une seule; 
puis le théorème des moments donne la distance de la résultante 
à un point fixe et le sens dans lequel elle agit, ce qui achève de 
déterminer cette force. 

39. Composition d^un nombre quelconque de forces 
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parallèles. — Centre des forces parallèles. — Considérons 
enfin un système quelconque de forces parallèles, non 
situées dans un même plan et appliquées à divers points 
d'un corps solide [fig* 3o). Parmi ces forces, les unesP, 
P^ P^,. . , agissent dans un sens^ les autres agissent dans 
le sens contraire. Si d'abord on s'occupe du premier 
groupe, on composera P avec P', puis la résultante (P-4-F) 
de ces deux forces avec une troisième P^, et ainsi de suite, 

Fig 3o. 




jusqu'à ce qu'on ait épuisé les forces de ce groupe. La 
figure indique les points d'application successifs I, K,. . . 
de ces résultantes partielles : chacun d'eux divise la droite 
d'application des composantes en deux segments récipro- 
quement proportionnels aux forces. Toutes les forces du 
premier groupe seront ainsi réduites à une seule Rj, paral- 
lèle à ces forces, égale à leur somme et appliquée en un 
certain point L qui sera déterminé par une suite de pro- 
p(trtions. 

On composera de même toutes les forces du second 
groupe en une seule Rs , qui leur sera parallèle, égale i 
leur somme et appliquée en un point N que l'on saura dé- 
terminer. Le système étant ainsi réduit à deux forces 
R,, Rj, parallèles et de sens contraires, on composera fina- 
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lement ces dernières en une seule qui sera égale à leur dif- 
férence et agira dans le senç de la plus grande. Dans le cas 
où l'on aura Ri = Rj, le système n'aura pas de résultante 
unique; c'est le cas du couple déjà remarqué. 

Concluons donc qu'a/* système de forces parallèles^ en 
tel nombre quon voudra, appliquées à différents points 
d'un corps solide, adm^t (sauf le cas singulier du couple) 
une résultante parallèle aux forces, égale à V excès de la 
somme de celles qui tirent dans un sens sur la somme de 
celles qui tirent en sens contraire, et agissant elle-même 
dans le sens de la plus grande somme. 

Le point d'application de cette résultante est déterminé 
par une suite de proportions qui ne dépendent que des 
positions des points d'application des forces et des rap** 
ports de grandeur qui existent entre elles. Il suit de là 
que, si toutes les forces venaient à tourner autour de leurs 
points d'application A, A', A",. . . , sans cesser d'être pa- 
rallèles, et si leurs grandeurs venaient à varier sans cesser 
de conserver les mêmes rapports, leur résultante, qui chan- 
gerait en même temps de grandeur et de direction, ne ces- 
serait pas de passer par le même point. Ce point O a reçu 
le nom de centre desfbrces parallèles^ 

Ainsi, le centre des Jorces parallèles est un point par 
lequel passe constamment la résultante du système de 
ces forces, lorsqu'elles viennent à changer de grandeur 
et de direction, tout en consentant leurs points d'appli* 
cation, leur parallélisme et leurs rapports de grandeurs. 

40- Des moments des forces parallèles par rapport à 
un plan, — Quand il s'agit d'un système de forces paral- 
lèles, ou est conduit à faire usage d'une nouvelle espèce de 
moments. On appelle moment d^ une force par rapport q> 
un plan le produit de cette force par la distance de sou 
point d'application à ce plan. 

Théorème. — Le moment de la résultante d\in système 

4 
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de forces parallèles par rapport à un plan est égal à la- 
somme (algébrique) des moments des composantes. 

Ce théorème se déduit aisément de celui des moments 
par rapport à un point. 

Considérons d'abord deux forces parallèles P, P' de 
même sens ou de sens contraires, appliquées aux points 
A, A' {fig» 3i). Soient Rieur résultante, O son point d'ap- 
plication, situé ou non entre A et A', MN un plan quel- 
conque par rapport auquel les trois points A, A', O sont 
supposés d^un même côté; z^ z\ r,, les distances de ces 
points à ce plan. 

Si l'on prolonge A A' jusqu'à sa rencontre en C avec le 
plan, et qu'on prenne les moments par rapport à ce point, 
on aura (35) 

R.OC=rP.AC-hP'.A'C, 

égalité 011 les forces pourront-ne pas avoir le même signe, 
mais 011 les trois distances OC, AC, A'C sont positives. 
Or, ces distances peuvent être remplacées par les ordon- 
nées «^i, z, z' qui leur sont proportionnelles. Donc 

Rz, = Pz-hP'2'. 

C'est le théorème cherché pour le cas de deux forces. 

Cette démonstration suppose que A A' n'est pas parallèle 
au plan MN; mais alors le théorème est évident, puisque 
z, z\ Zi deviennent égales et que l'on a R = P-f- P'. 

Maintenant, on passera au cas d'un nombre quelconque 
de forces parallèles P, P', P'', . . . ayant* leurs points d'ap- 
plication situés d'im même côté du plan. 11 suffira de 
composer les forces deux à deux, comme on l'a fait (39), 
et d'appliquer à chaque re'sul tante partielle le théorème 
précédent. En désignant par R la résultante définitive el 
par Zj la distance du centre des forces parallèles au plan, 
on aura 

(0 
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Dans celte égalité, les forces doivent être regardées comme 
positives ou négatives, selon qu'elles tirent dans un sens 
ou dans le sens contraire, mais les distances z^ z, z\ -r",..., 
sont toutes positives. 

Fiç. 3au 





Il reste à lever cette restriction. Soit xoy un plan quel*- 
conque (Jig' Sa} par rapport auquel on doit prendre les 
moments. Ce plan laisse des points tels que A, A' au- 
dessus de lui, et d'autres tels que A" au-dessous. Imagi- 
nons un plan MN, parallèle à xoy et distant de ce plan 
d'une quantité h assez grande pour laisser tous les points 
du système au-dessus de lui. L'équation (i) sera applicable 
à ce plan ; et si Ton désigne par Z, Z', Z'', ... les perpen- 
diculaires Ai, A'i', A'^i^,..., abaissées des points A, 
A', A'^ . . . sur ce plan, on aura 

RZ, = PZ -h P'Z'-f- P"Z"4- . . . ; 
mais on a aussi Videntité 

R/*r=P/*-hP'A-|-P'^A-K..., 

et, retranchant membre à membre, il vient 

R(Z.- A) =P(Z - A) -hP'fZ'- h) -+- P"(Z"- A) -I-. ., . 

Or, si Ton convient de regarder comme positives les 
distances au plan xoy des points tels que A situés au-des- 
sus de ce plan^ comme négatives les distances des points 

4- 
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tels que A'' situés au-dessous, et de désigner ces distanoes, 
prises ai^ec leurs signes, par les minuscules Zy r', z", . • • » 
les relations évidentes 

Aa=:Ab-ab^ k" a" =: a'' b'' ^ k" b% , . . 
donneront 

Par conséquent, Téquatiou précédente équivaut à 

Rz, = P2 H- P'z' -f- PV -f- P'^z'^ -h* . , , 

ce qui est le théorème des moments dans toute sa géné- 
ralité. 

41. Application à la détermination du centre des 
forces parallèles. — Quand on connaîtra les distances z, 
z', z"y. . . des points d'application de toutes les forces à 
un plan, Téquation précédente fera connaître la distance Zf 
du centre des forces parallèles h ce plan, 

Pz-hP'*'H-P"z''-4-... 



»i : 



P'- 



Si donc l'on prend successivement les moments par rap- 
port à trois plans rectangulaires xoy, xoz^yoz {Jlg. Sa), 
on aura, en grandeur et en signe, les distances du centre 
des forces parallèles à ces trois plans*, et par suite ce poini 
sera complètement déterminé dans l'espace. 

42. Centre des moyennes distances, — Si toutes les 
forces sont égales et de même sens, on aura, en désignant 
leur nombre par n, 

z, = -^^ ■■ — =— f- — -. ^- 

nV n 

La distance du centre des forces parallèles à un plan 
quelconque est donc égale, dans ce cas, a la moyenne 
distance de tous les pointe d'application 5 et ce centre 
prend le nom de centre des moyennes distances. 
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En gênerai, ëunt donné un système de poiuu A, A', 
A', A'', — , situés comme on le Toudra dans l'espace« on 
appelle centre des moyennes dt'siances du système un 
point dont la distance à un plan quelconque est la raorenne 
entre les dislances de tous ces points au même plan. (11 est 
entendu que les distances qui se rapportent à des points 
situés de côtés différents du plan sont prises avec des 
signes contraires.) 

Ce centre peut se construire d'après la règle suivante 
qui décoide immédiatement de la composition d'un système 
de forces parallèles égales : 

Joignez deux des points, A et A', par exemple, et prenes 
AC, moitié de AA'; joignez C à un troisième point A'^ et 
prenez CD, tiers de CA^; joignez D à un quatrième point A^ 
et prenez DE, quart de DA''^^ et ainsi de suite. Le dernier 
point de division ainsi obtenu sera le centre des moyennes 
distances. 

Un système de points A, A', A''^, A'^, ... ne peut avoir 
quun centre de moyennes distances. En effet, il est inad- 
missible que deux points différents puissent être à la 
même distance de tous les plans imaginables. D'ailleurs, 
dès qu un point est situé à des distances données de trois 
plans qui n'ont qu'un point de commun, sa position dans 
l'espace est complètement déterminée. 

EXERaCES. 

I. Des foyers d'une ellipse on mène un couple de rayons vec- 
teurs à un point de la courbe, et on applique aux milieux de ces 
rayons deux forces parallèles, de même sens et proportionnelles 
aux longueurs de ces rayons. On demande le lieu décrit par le 
point d'application de la résultante, lorsque le couple de rayons 
vecteurs parcourt l'ellipse. — Même question pour l'hyperbole, en 
renversant le sens de l'une des deux forces parallèles. 

n. Une droite AB est partagée en n parties égales : on applique 
aux points de division des forces parallèles, de même sens et 
proportionnelles à leurs distances au point A. On propose de 
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déterminer la distance an point A du centre de ce* forces paral- 
lèles. — Limite vers laquelle tend cette distance quand n croit 
indéfiniment. 

III. Démontrer que si des forces parallèles et de même sens p, 
p\ p'\ . . . sont appliquées à chacun des côtés d'un polygone plan 
ou gauche, en des points quelconques de ces côtés ou de leurs 
prolongements, et qu'on fasse parcourir à leurs points d'appli- 
cation, le long de ces côtés, simultanément et dans le même sens, 
des chemins /, /', /", . . . tels, que chaque produit p X /soit pro- 
portionnel à la longueur du côté auquel la force est appliquée, 
le centre de ces forces parallèles demeurera immobile. — Cas où 
les forces sont supposées égales. — Cas où les chemins parcourus 
3ont supposés égaux. 

IV. Quand un système de points A, A', A^, A'*, ... est dans un 
même plan (ou sur une même droite), le centre des moyennes 
distances de tous ces points est aussi dans ce plan (on sur cette 
droite). De plus, la distance de ce centre à une droite quelconque 
du plan (ou à un point quelconque de la droite) est moyenne 
entre les distances de tous les points à celte droite (ou à ce 
point). 

V. Si Ton projette sur un plan (ou sur une droite) des points 
A, A', A", A'",. ., ainsi que leur centre des moyennes distances, 
la projection de ce centre sera le centre des moyennes distances 
des projections de tous ces points sur ce plan (ou sur cette droite). 

VI. Si Ton joint un point quelconque P de l'espace à chacun 
des points A, A', A'^, A'^,. . ., et à leur centre o> des moyennes 
distances^ la projection de la droite Po sur un axe quelconque 
sera moyenne entre les projections de toutes les droites PA, PA', 
PA", PA*', . . . sur le même axe. — Cas où le point P se confond 
avec le centre 6>. 

VII. La résultante d'un système de n forces, appliquées à un 
point m et représentées par les longueurs /7?A, mA', mk'y. . », 
prises sur leurs directions, est dirigée suivant la droite mtù menée 
du point m au centre g> des moyennes distances des n points A, 
A! y K^y. ... De plus, cette résultante est représentée par la lon- 
gueur mo multipliée par n. 
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SIXIÈME ET SEPTIÈME LEÇON. 

Pkogbammk. — Centre de gniTité. — Sa dëtenninàUon dans quelques cet 
simples : triangle et pyramide. 

43. Pesanteur. — Parmi les diverses causes de mouve- 
ment, nous avons déjà indiqué la pesanteur ou gravité, 
en vertu de laquelle on voit tous les corps tomber dès 
qu'ils sont librement abandonnés à eux-mêmes. Cette force 
résulte des attractions exercées par tous les points de la 
Terre sur les corps que Ton considère à sa surface, attrac- 
tions dont Teffet est diminué par la force centrifuge qui 
provient du mouvement de rotation du sphéroïde terrestre. 

L'observation montre que toutes les particules dans les- 
quelles on peut diviser un corps, quelque petites qu'elles 
soient, sont pesantes ^ et que dans leur chute elles prennent 
une direction perpendiculaire à la surface des eaux tran- 
quilles. Cette direction se nomme ^verticale, 

Lorsqu^un corps est suspendu à l'extrémité d'un fil suf- 
fisamment résistant, on observe non-seulement que ce fil 
prend une direction verticale, mais qu'il éprouve une ten- 
sion. Mesurée au dynamomètre, cette tension est continue 
et constante dans le même lieu. 

Des expériences, dont l'exposition appartient à un autre 
Cours, ont appris que l'intensité de la pesanteur varie, à 
la surface de la Terre, avec la latitude : elle augmente à 
mesure que l'on s'avance de Téquateur vers les pôles. Elle 
varie aussi, pour une même latitude, avec l'élévation du 
lieu au-dessus du niveau des mers, ou l'altitude. Mais ces 
variations sont insensibles tant que les déplacetnents ne 
sont pas très-considérables et de beaucoup supérieurs aux 
dimensions ordinaires des corps. 

L'expérience journalière nous montre de plus que dans 
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toute l'étendue que noire vue peut embrasser, les verti- 
cales sont des droites parallèles. Cependant, la surface de 
la Terre, ou le prolongement du niveau des mers en équi- 
libre, élan! à peu près sphérîque, les perpendiculaires à 
cette surface doivent converger sensiblement vers le centre 
du sphéroïde. Mais ce point de concours est comme infini- 
ment éloigné par rapport aux dimensions des corps que 
nous considérerons en Mécanique. 

44. Poids» ' — Centime do gravité. — Toutes ces données 
de l'expérience nous conduisent a régarder U14 corps pesant 
comme Tassemblage d'une infinité de molécules ou points 
matériels, tous sollicités par des forces verticales, parallèles, 
constantes, dont l'intensité est indépendante de la position 
que ces points occupent les uns par rapport aux autres. 

Ces forces ont donc une résultante qui leur est parallèle 
et égale à leur somme. CVst le poids du corps. Ainsi se 
trouve complétée la notion que nous avions donnée du 
poids au début de ces Leçons. 

On a pris pour unité le poids d'un centimètre cube 
d'eau distillée, au maximum de densité, c'est-^à^ire à la 
température de 4 degrés centigrades. Ce poids a i-eçu le 
nom de gramme j mais l'unité de poids, usuelle en Méca- 
nique, est, comme nous l'avons déjà dit, le kilogramme, 
auquel on compare toutes les autres fiirces. 

II est bon de remarquer que, bien que le poids d'un 
même corps varie d'un lieu du globe à un autre, l'exprès^ 
sion de ce poids en grammes ou kilogrammes est la même 
en tout lieu» Cela tient à ce que, en même temps que 
l'action de la pesanteur sur le corps à peser varie, elle 
varie aussi, et dans le même rapport, sur les grammes 
destinés à mesurer son poids. 

Le centre des forces parallèles de la pesanteur prend le 
nom de centre de gra\nté. 

Si Ton donne à un corps diverses positions par rapport 



à la verticaLle, saos chao^^ sa figures les forces de U pe» 
saotear appliquées aax isolëcnlcs seront dans les mê mes 
conditions cpie si elles tournaient autour de leurs points 
d'application, sans cesser d'être j>arallèlcs; cl jvar consé- 
quent (39), la position du centre de gravité par rapport 
aux différents points du corps ne changera pas. Ainsi^ le 
centre de gravité d'un corps est un point de position inva- 
riable relativement aux molécules qui le composent^ et par 
lequel passe constaniment la direction du poids, quelque 
position que Ton donne au corps. 

45. Détermination expérimentale du centre de gra\^ité. 
— Le centre de gravité d'un corps solide, qui n'est «oumiM 
qu'à la seule action de la pesanteur, a une propriété carac- 
téristique : c'est que, si ce point est fixe, le corpM lera en 
équilibre dans toutes les positions possibles autour de vm 
point. En effet, la résultante des forces de lu pesanteur y 
passera toujours, et y sera détruite. Nous supposi^lis^ bina 
entendu, que le centre de gravité fasse partie de U liialSAro 
même du corps pesant, ou qu'il lui ioti invariibleui«nl Wé» 
Cette propriété fournit un moyen expériuienuli mi\iUi^(i 
dans les arts mécaniques, pour déUfritiinei' Ui mnU^ dl^ 
gravité des corps, quand leur ii^^ure e»t trop <></iiipliqu4M 
pour que les méthodes (^méiriquei %umîi ê^^U'êSiUêt fi\ 
l'on suspend le corps à on point ûta pur UU¥, i'AmUl $i4J^ 
chée à l'un des points de aa vurbu'Jt^ h amtU f^éfiMifê^ Ai^m 
l'état d'équilibre, nne dsractkm ^éftiiântUf 4m$i U ^oUm^ 
ment passera néeecaaireoiieia y^ ^ é^MH^tf 4^ %^n^ii4 
ifig' 53): car m oewe ^oftàiwm hMh p## t*m^ï^^ <V- 
tîon de la pesanienr tte f^mrrmi Hg^ 4^'miM, ^ U é^^ 
taaœ àa foiat. û%it. Aimm^ UdâM ylUmà0 ^00044M 4^ 44^ 
tenûmtr ht tra^e 4'mi yhm ^^arêii^^ ym^Mti ^ U ^AH^éf 
de gia«isé. IEm finiyniN<i»M^ Uf *m^ ^ 4'iHé^é^ f^HH4 4é^ 
sa sarCne. m^ stftifa j^ \$'^^^ 4 i f^ ^à ^ H^- 4^ ^>^ ^ HH f V^ 
dra. o6«4et(ann le *9sê0^^. 4^. it^^'P^j kM i*A4à 4^ ftèfé*^êf444^^ 
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le corps à l'aide d'une corde, on préfère quelquefois le po- 
ser sur l'arête Iranchante d'un corps fixe et chercher par 




tâtonnement la position d'équilibre. La difficulté inhé- 
rente à ces procédés est de suivre sur les faces, et surtout 
à Tintérieur du corps, les traces des plans verticaux dont 
l'intersection doit fournir le centre de gravité. Cependant 
ils s'appliquent bien à la détermination du centre de gravité 
d'un solide plat, tel qu'une lame ou une planche de figure 
quelconque. En tout cas, ils peuvent fournir, à défaut d'une 
détermination exacte, d'utiles indications sur la position 
du centre de gravité. 

46. Corps homogènes. — Dans les corps homogènes, 
c'est-à-dire formés d'une même matière uniformément 
répandue dans toute l'étendue du volume, l'observation 
montre que des volumes égaux ont des poids égaux. Le 
poids d'une partie quelconque du corps est alors égal à son 
volume multiplié par un facteur constant qui est le poids 
spécifique de la substance. Ce facteur commun disparait 
de lui-même de toutes les proportions, ou équations, que 
l'on pose pour déterminer le centre de gravité, en sorte 
que la recherche de ce centre ne dépend que de la figure 
du corps et se réduit à une pure question de Géométrie. 

II n'en est plus de même dans les corps hétérogènes. Des 
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volâmes égaux ont généralement des poids difTérents.Il faut 
alors avoir égard, dans la recherche du centre de gravité, 
à la loi suivant laquelle le poids spécifique varie d*uue mo- 
lécule à une autre. Le problème devient plus complexe et 
sort du domaine des éléments de Mécanique. Nous ne nous 
occuperons donc que des corps homogènes, et même nous 
devrons nous borner à ceux que Ton considère dans la 
Géométrie élémentaire; car la solution générale du pro- 
blème exigerait remploi du calcul intégral. 

47. Ce quon appelle centre de gravité d'une surface ^ 
d'une ligne. — Par extcifsion d'idée, on attribue des cen- 
tres de gravité aux surfaces et aux lignes, bien qu'elles 
n aient ni matière ni poids. Ce qu*on appelle centre de 
gravité d'une surface, c'est le centre des forces parallèles 
qu'on imagine appliquées à tous les éléments de cette sur- 
face, de manière qu'à des aires équivalentes correspondent 
des résultantes égales. Le centre de gravité d'une ligne se 
définit de la même manière. 

Nous verrons bientôt Tuiiliié de cette extension pour la 
détermination des centres de gravité des solides. 

48. Cas où le corps a un centre^ ou un axe, ou un plan 
de sjmétrie, — Quand un corps homogène, une surface, 
une ligne présentent un centre, ou un axe de symétrie, ou 
un plan de symétrie, le centre de gravité, dont la posi- 
tion ne dépend que de la figure, doit se trouver en ce 
point, ou sur cet axe, ou sur ce plan. Cela résulte claire- 
ment de la composition successive des forces considérées 
deux à deux. Ainsi le centre de gravité du volume ou de la 
surface d'une sphère, ou d'un ellipsoïde, est au centre de 
figure^ le centre de gravité d'un parallélipipède, au point 
d'intersection de ses diagonales; celui d'un cylindre droit 
ou oblique, au milieu de la ligne qui joint les centres des 
deux bases; celui d'un anneau, au centre de cet anneau; 
fclui d'iin cercle, ou d'une ellipse, au centre de figure; 
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celui d'un parallélogramme, au point diiiterseclion des 
deux diagonales; celui d'une droite, au milieu de sa lon- 
gueur, 

49. Centre de gravité du contour d'un triangle, — Le centre 
de gravité d^un contour polygonal s*obtiendra en composant deux 
à deux les forces parallèles qu*on imaginera appliquées aux mi- 
lieux des côtés et proportionnelles à leurs longueurs. 

Considérons en particulier le cas d'un contour triangulaire 
ABC (fig» 34)- Soit L le point d'application de la résultante 
des deux forces parallèles appliquées aux mileux E, F des côtés 
ACy BG : le centre de gravité du c<Nitour du triangle sera sur la 
droite DL qui joint le point L au milieu du troisième côté. Or, 

Fig. 34. 




on reconnaît aisément que cette droite est bissectrice de l*angle 
EDF;carona{30) 

EL _ BC _ ED 

LF ~~AC"^DF' 

Donc, le centre de gravité cherché n'est autre que le point 
d'intersection des bissectrices du triangle EDF, c'est-à-dire 
le centre du cercle inscrit au triangle formé en joignant les mi- 
lieux des trois côtés du contour, 

50. Centre de grai^ité de l'aire du triangle, — Si l'on 
itnagine que le triangle ABC [fig. 35) soit d<Çcomposé en 
tranches infiniment minces, telles que IK, parallèles à l'un 
des côtés, le centre de gravita de chacun de ces filets molé- 
culaires sera au milieu de sa longueur 5 et la médiane BD, 
qui passe par tous ces points milieux, contiendra le centre de 
graTÎté du système, c'est-à-dire celui du triangle. De mi^me, 
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le c»itre de g^vilé «lerra w trouver sur la tu^kiidiic \t. 

Fîg. 3j. 
B 



E sera donc à Irar iatersection G. Oi\ les ttiauti^los :m*«ii- 
UablaABir, DEGdonDeiU 

DGDE 1 
BG ~ AB " â' 

donc DG est le tiers de BD. 

Ainsi, le centre de grav^ité de Vaiie du tnan^lc K\uft - 
eide mfee le point d^ intersection des ttvis mirdian^s : et U 
est au tiers Je chacune déciles, à partir du i\Hè au</HK'i 
elle aboutit, 

51. Aatre démonstration. — Si Ton ne veul |>u» luiiv usa^c slo 
la décoMpoMiion en tranches infinitésiiuales, ou ptMil iXH\>urîr t\ Ki 
méthode des limites^ combinée avec le thiH)i'ème dv» uuMuenU. 

Par le milieB D du coté ÂG [fig. 3t>), menons dos |kuiMllôU^ 
DE, DF aux deax autres côtés. Le triangle sera ainsi ilôi\Mn|H>Ho 
en un parallélognàmme BEBF et deux triangles égaux A|)F« Ub'.il. 

Fig. 36. 
B 




Si Ton conçoit qu'aux centres de gravité de ces ligurt^s soient a|i* 
pliqoéesdes forces parallèles et proportionnelles ù leurs aiivs, 
rsdre du triangle total pourra être considérée comme une résul- 
tante (bnl les aires du parallélogramme et des deux triangles j>ar* 
ûels seront les composantes. Le moment de cette résultante, par 
rapport à un plan conduit suivant AC perpeiuliculaireuu'ut au 
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plan de la figure, sera égal à la somme des moments des compo— 
santés; et, dans Texpression de ces moments, il n'entrera que les 
distances à la droite A G. SI donc on désigne par x la distance 
inconnue du centre de gravité du triangle total à cette droite, et: 
par Xx la distance pareillement inconnue du centre de gravité de 
chaque triangle partiel à la même droite; par 4^ Taire du triangle 

total et par h sa hauteur, on aura, en observant q]ue -est évidem- 
ment la distance du centre de gravité du parallélogramme à AC, 



d'où 



àa.T :=i'ia — h ax^ - 

2 



X=lyh'\ 

4 ->' 



En appliquant au triangle partiel ADF la même décomposition , 
et désignant par x, la distance analogue à x,, on aura de même 



1 h 



X. 



^1 = 7 - H — ; 

42 2 



continuons indéfiniment les mêmes opérations, nous aurons 

i h x^ 

42* 2 



D*où, par substitutions successives, 

, /i I I 
x = h[ 7 + 77 -f- 7; -+-. 

\4 4' 4^ 



4v 2» 



Or, les inconnues ^1, x,, x^y, . ., ir„ vont en décroissant et ont pour 
limite zéro ; car elles sont respectivement moindres que les hau- 
teurs des triangles partiels qui leur correspondent, et ces hauteurs 
suivent la progression géométrique, décroissante à l'infini. 



•' r«- 
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Doncy à la lixtoite, on aura 



-'{ï-^h^i'^-Y 



ou 

h 

3 

Le centre de gravité du triangle ABC est doncdistant, de chaque 
côté, d'une quantité égale au tiers de la hauteur du sommet op- 
posé. D'où il est bien aisé de conclure qu'il se trouve sur la mé- 
diane, au tiers de cette droite à partir du côté. 

52. Corollaire. — Le centre de gravité du triangle coïn- 
cide avec celui du système de trois sphères égales ou poids 
égau^^doDt les centres de gravité seraient placés aux trois 
sommets A, B, C. Car, pour trouver le centre de gravité 
de ce système, on n'a qu'à composer d'abord deux des 
forces égales, appliquées en A et C par exemple, ce qui 
donne une force double appliquée au milieu D de AC5 puis 
à composer celle-ci avec la troisième force appliquée en B, 
ce qui conduit à diviser BD en deux segments dans le rap- 
port de I à 2. 

Le centre de gravité d'un triangle est donc aussi (42) le 
centre des moyennes distances de ses trois sommets à un 
plan quelconque. 

53. Centre de gravité d'un polygone quelconque. — 
Connaissant le centre de gravité du triangle, on saura dé- 
terminer celui d'un polygone quelconque, qui n'est autre 
chose qu'un assemblage de triangles. Il suffira d'imaginer 
qu'aux centres de gravité des triangles dans lesquels le po- 
lygone sera décomposé soient appliquées des forces paral- 
lèles, de même sens, et proportionnelles à leurs aires 5 et 
Ton n'aura plus qu'à chercher le centre de ces forces paral- 
lèles, soit par la composition successive des forces, soit par 
le théorème des moments. 

54. Trapèze, — Quadrilatère. — Les résultats simples auxquels 
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on parvient, dans les cas du trapèze et du quadrilatère quelconque» 
méiitent d'être remarqués. 

Soit le trapèze ABCD. On voit d'abord, comme pour le triangle^ 
que le centre de gravité est situé sur la ligne IF {fig. 3^), qui 

Fig. 37. 



joint les milieux des deux bases. Il suffit donc de chercher dans 
quel rapport cette ligne est divisée par le centre de gravité. 

Soient B, b les deux bases^ h la hauteur du trapèze, x la dis- 
tance du centre de gravité à la base B. La diagonale AD décom- 
pose le trapèze en deux triangles A6D, AGD dont les centres de 

gravité sont élevés au-dessus de AB des quantités ^ et -^« Les 

aires de ces triangles et du trapèze sont proportionnelles à B, ^3 
B -h ^. Si donc on prend les moments par rapport à AB, comui€ 
on Ta déjà expliqué (51) pour le triangle, on aura 

(B4-^)a:=:(B-4-2^)§. 
o 

Cette équation suffit pour déterminer x. Mais il vaut mieux la com- 
biner avec celle que Ton obtient en cherchant la distance y du 
centre de gravité G à la petite base. Il suffit pour cela de changei 
B en ^ et x en j dans la précédente, ce qui donne 

(B + é).rr=(ft + 2B)|; 

d'où, en divisant membre à membre, 

a? __ B-4- 2^ 
y~ ^H-aB' 

Ainsi, le centre de gravité du trapèze divise la ligne IF en deux 
segments qui sont entre eux comme la grande base augmentée du 
double de la petite est à la petite base augmentée du double delà 
grande. 
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De là cette coDStructioo : On prolonge chaque base, en sens con- 
Araire, d" une longueur égale h Vautre; puis on joint les extrémités 
HfSile ees prolongements. Cette droite va couper la ligne qui joint 
les milieux des deux bases au centre de gravité cherché, 

Oo remarquera que le rapport des segments GF^ GI est iodé- 
pendant de la hauteur du trapèze. 

Passons au qus^drilatère quelconque ABCD [fig^ 38 }• Le centre 
de gravite est situé sur la droite IF qui joint les centres de gravité 
des deux triangles dans lesquels le quadrilatère est décomposé par 
la diagonale AC; et cette droite est parallèle à Ta vitre diagonale, 
puisqu'elle divise les médianes EB, ED chacune nti tiers de' teur 

rig. 38. 
c 

\ 




longueur. La même construction, répétée sur les triangles BAD, 
BCD, dans lesquels le quadrilatère est décomposé par la diago- 
nale BD, fournirait une seconde droite sur laquelle se trouverait 
le centre de gravité de la figure; et, par conséquent, ce point se- 
rait déterminé. Mais il y a une construction plus élégante. Le 
centre de gravité G doit diviser la droite IF en deux segments ré- 
ciproquement proportionnels aux aires ABC, ACD, ou bien au\ 
lon(;ueurs BM, MD. On doit donc avoir 





FG BM 
ÎG ~" MD ' 


n»ais on a aussi 






10 BM 

of""ivid' 


Donc 




d'où 


FG 10 
IG ~*0K' 



FG ~ 10. 
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De là cette construction : On joint le nifiiea'Ede Pune desdia^ 
gonnles aux deux sommets oppost^s B, D ; on prend sur BE ait 
point 1 au tiers de cette ligne à partir du point E, et fon tire W pa^- 
rallèle à Vautre diagonale, qui rencontre la première en O; enjln 
on prend FG r= 10 . G est le centre de gravité cherché. 

Enfin, si Ton remarque que la droite EG prolongée [fig. 3g) 
coupe BD en un point S tel que DS =^ BM, on est conduit à cette 




autre construction fort simple : Tirez les deux diagonales qui se 
coupent au point M j prenez les milieux E, K de ces droites , et, 
sur ces mêmes droites, les points T et S tels, que DS = BM et 
CT = AM. Joignez TK et SE, et ces deux droites se rencontrent au 
centre de gravité cherché. 

Du quadrilatère on passerait au pentagone en décomposant 
cette figure en un quadrilatère et un triangle, et cela de deux ma- 
nières différentes : on aurait ainsi deux droites sur lesquelles se 
trouverait le centre de gravité, etc. 

55. Centre de granité du prisme triangulaire, — Ima- 
ginons que le prisme triangulaire ABCDEF {fig, 4o) soit 
décomposé en tranches infiniment minces, parallèles à 
l'une de ses faces latérales telles que HIKL : le centre de 
gravité de ce parallélogramme matériel sera au milieu de la 
droite MN, qui joint les milieux de deux côtés opposés; et 
le lieu des points milieux des droites telles que MN sera 
évidemment la médiane RO de la section triangulaire PQR 
menée à égales distances des deux bases du prisme. 

Le centre de gravité du système de toutes ces tranches, ou 
le centre de gravité du prisme, est donc situé sur cette mé- 
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diane^ el, par conséquent il n est autre qne le centre de 
grayité de la section PQR. D*on l'on cunclut qu'i/ twf silué 
au milieu de la droiie qMÛ joint les centres de grak*ilè des 
deux bases. 

\ i \ 







H est bon de remarquer en même temps que le centre de 
gravité du prisme est distant de chaque face latérale d'une 
quantité égale au tiers de la distance de T arête parallèle 
opposée. 

Corollaire. — Le centre de gravité d'un prisme trian- 
gulaire coïncide avec celui de six sphères égales, ou 
poids égaux, doat les centres de gravité seraient placés 
aux six sommets. Ce point est donc aussi le centre des 
moyennes distances des six sommets du prisme à un plan 
quelconque. 

36. Prisme quelconque, — Tout prisme à base poly- 
gonale peut être décomposé par des plans diagonaux en 
prismes triangulaires. On est ainsi ramené à chercher le 
centre d'un système de forces parallèles qu'on imagine 
appliquées aux centres de gravité des triangles dans les- 
quels se décompose la section faite à égale distance des 
tases, forces proportionnelles aux volumes de ces prismes 
Iriangulaires. Mais ces volumes sont eux-mêmes propor- 
lionuels aux aires des triangles qui leur correspondent. Le 
centre du système de ces forces parallèles n'est ^lonc autre 
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que le centre de gravité de l'aire du polygone de section. 
Ainsi, le centre de gratuité d'un prisme quelconque est le 
centre de gravité de la section faile à égale distance des 
deux bases. On peut dire aussi que ce centre est situé m 
milieu de la ligne qui joint les centres de gravité des deux 
bases. 

57. Centre de gim^ité de la pyramide triangulaire, — 
La décomposition de la pyramide en tranches infiniment 
minces, parallèles a Tune des faces, conduit, aussi aisément 
que pour le triangle, à son centre de gravité. En effet, le 
centre de gravité de chaque tranche matérielle EFK [fig. 4i) 
peut être confondu avec celui du triangle qui lui sert de 




base. Or, le lieu de tous ces points est la droite DO qui joint 
le sommet D au centre de gravité O du triangle ABC. Par 
conséquent, le centre de gravité de la pyramide est situé 
sur cette droite. Il est pareillement situé sur la droite CI 
qui joint le sommet C au centre de gravité I de la face ABD. 
Ces deux droites, évidemment contenues dans le même plan 
DHC, se coupent en un point G qui est le centre de gra- 
vité cherché. De plus, les triangles semblables donnent 

GO 01 OH I 

d'où 

GO =7 DO. c. Q. ». D. 

4 



PREMIÈRB PARTIS. — STATIQUE. 69 

On a donc ce théorème : ,Le centre de gravité et une 
pyramide triangulaire est situé sur la droite qui joint un 
sommet quelconque au centre de grai^ité de la face op'» 
posée, et au quart de cette ligne à partir de la face. 

S8. Autre (lémonsiration, — Le théorème des moments peut 
encore s'appliquer à la démonstration de ce théorème. On décom- 
pose la pyramide en quatre figures, à Taide de trois plans menés 
par le milieu d'une arête. 

La Jig. 4^ représente cette décomposition. Les trois pians 
sont: KEF, parallèle à la face ABC; KLM, parallèle à la face ADC, 




et le plan KEOM, parallèle à l'arête DC. Les quatre figures qui ré- 
sultent de cette construction sont deux pyramides égales BLKM, 
DÉKF, et deux prismes triangulaires équivalents MOCKEF, 
MKLOâE. Si l'on désigne par 8a le volume de la pyramide to- 
tale, a sera le volume de chaque pyramide partielle, et 3 a le vo- 
lume de chaque prisme. On prendra les moments par rapport à la 
face ÂBC. Soient x, Xx les distances du centre de gravité cherché 
et du centre de gravité de la pyramide BLRM à cette face, h la 
hauteur de la pyramide totale; on trouvera aisément 

Les développements que nous avons donnés pour le calcul ana- 
logue du n"* 51 nous dispensent d'entrer dans plus de détaib. Le 

résnlut final est 

h 
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59. Corollaire. — Le centre de gravité de la pyramide 
trian^laire coïncide avec celui de quatre sphères égales, 
ou poids égaux, dont les centres de gravité seraient placés 
aux quatre sommets (théorème du à Roberval). En effet, si 
l'on cherche d'abord le centre de gravité du système de trois 
de ces corps placés aux sommets A, B, C, on trouvera (52}~ 
le centre de gravité de la face ÂBC; puis il faudra corn* 
poser un poids triple, appliqué en ce point, avec le poids- 
simple appliqué au quatrième sommet C, ce qui condmra- 
précîsément à la construction du centre de gravité de la> 
pyramide. 

Il suit de là que. le centre de gravité d'une pyramide 
triangulaire est le centre des moyennes dislances de ses 
quatre sommets. 

60. Remarques . — I. Dans quelque ordre que l'on com- 
pose entre eux les quatre poids égaux appliqués aux som- 
mets de la pyramide, on doit arriver au même résultat 
final. Or, si Ton commençait par composer les deux poids 
appliqués en A et B, puis les deux appliqués en C et D, on 
aurait deux poids doubles des précédents, appliqués aux mi- 
lieux des arêtes opposées AB, CD^ et qui &e composeraient 
finalement en un seul appliqué au milieu de la droite qui 
joint leurs points d'application» Donc on peut dire encore 
que le centre de graviéé d'm^ pfjrranùde tnanguiaire est 
am milieu de la droiêe^mijwnt les milieiix de deux arêtes 
opposée» quelconqite^. Ceci lait voir, si on ne le savait déjà, 
que les trois droites qur joignent les miHetix des arête» op- 
posées d'un tétraèdre concourent en un même point. 

IL La propriété du centre des moyennes distances 
établie ci^dessuA avail d^ été reconnue vraie pour 
le tiaiUftglè et pour le priss» triangulaire. EUe eac évi- 
dente pour le parallélogramme et pour le parai lëlipipède. 
Mais il faut se garder de la généraliser. Ainsi, elle n'est 
plus vraie pour un quadrilatère quelconque, ni même pour 
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le trapèze : dans ce dernier cas, eu eilet, le centre des 
moyennes distances des quatre sommets est au milieu de la 
ligne qui joint les milieux des deux bases, tandis que Ton 
sait que le centre de gravité occupe sur cette ligne une posi- 
tion plus rapprochée de la grande base que de la petite. 

61. Pyramide quelconque , — On démontrera, en sui- 
vant la même marche que pour le prisme (56), que le centre 
de gravité d'une pyramide quelconque est le même que le 
centre de gravité de la section parallèle à la base, menée à 
une distance de cette base égale au quart de la hauteur du 
sommet. D'où l'on conclut encore que ce point est sur la 
droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base^ 
et au quart de cette ligne à partir de la base. 

62. Centre de gravité du tronc de pyramide triangulaire à bases 
parallèles. — La recherche de ce centré présente encore une inté- 
ressante application du théorème des moments. On reconnaît d'a- 
l)ord, comme pour la pyramide^ que ce centre est situé sur la ligne 
IK [fig. 43), qui joint les centres de gravité des deux hases : il 
suffit donc de chercher dans quel rapport cette ligne est divisée par 
le centre de gravité. 

Fîg. 43.' 

D F 




A cet effet, concevons le tronc décomposé en trois pyramides 
ayant pour hauteur commune la hauteur h du tronc, et pour 
bases, l'une la hase inférieure B, l'autre la base supérieure by la 
troisième une moyenne proportionnelle entre les deux bases. Les 
volumes de ces trois pyramides et celui du tronc seront mpecti- 
vement proportionnels à 

B, k, V^, B -+- 6 -h v'BÏ; ^ 
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la distance du centre de gravité de la première pyramide au plan 
de la base B sera - ; la distance du centre de gravité de la deuxième 

pyramide an même plan sera -;- • Quant à la troisième pyramide, 

représentée sur la figure par EDAC, on ne voit pas immédiate- 
ment quelle est la distance de son centre de gravité à la base B. 
Mais, si Ton considère que cette distance doit être (59) la moyenne 
des distances des quatre sommets A, C, D^'E, dont deux sont dans 
le plan de la base et les deux autres élevés au-dessus de ce plan 

2/1 
de la quantité /i, on en conclut qu'elle est égale à -t-- Soit x la 

4 
distance du centre de gravité du tronc à la base B. En prenant les 
moments des trois pyramides par rapport <i ce plan, et égalant 
leur somme à celui du tronc, on aura 

(b -h ^ 4- VB^) x = j(b -+-3^-1-2 VB6). 

Soit y la distance du centre de gravité cherché à la base h\ en 
changeant B en & et réciproquement, il vient 

( B -h ^ -f- V^ r = J ( ^ -^ 3 B 4- 2 v^, 

et, dmdendoy 

jr_ B4-3^4- 2 y/ÏÏ^ 
j'-^-j-SB-i-av^BÏ* 

Tel est le rapport des segments dans lescjuels la ligne IK est par- 
tagée par le centre de gravité. 

Pour faciliter celte division, on remplacera les bases B, h par 
les carrés des côtés homologues AB, DE. Si Ton désigne ces côtés 
par L, /, on aura 

JT+3U4-2L/' 

Le résultat auquel nons sommes parvenu pour le tronc c|e py- 
ramide triangulaire convient à un tronc de pyramide à bases paral- 
lèles quelconque. Il suffit, pour s'en convaiincre, de décomposer le 
tronc de pyramide polygonale en troncs triangulaires par des plans 
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«Iiagoiiaïui, et de remarquer que le rapport - ne varie pas d^aa 

'nmc triangolaire à un aotre; en sorte qne les centres de grarité 

de toos ces troncs sont situés dans une mène section plane paraK 

lèie aux bases, et ne sont autres que les centres de gravité des 

iriang^ mêmes dans lesquels cette section est décomposée. D^ail- 

lenrsy les volimies des troncs sont proportionneb aux aires de ces 

triangles. Donc le centre de gravité du tronc de pyramide polv-. 

gonale coïncide avec le centre de gravité de la section, et se 

trouve sur la droite qui joint les centres de gravité des deux 

ba»es. EnCn il divise cette droite dans le rapport marqué par la 

proportion établie ci-dessus, et où B et & peuvent désigner les 

lianes polygonales du tronc. 

63. Pofyèdre quelconque* — Cylindre^ cône et ttx}nc 
^ife cône. — Comme tout polyèdre peut se décomposer en 
;^yramides triangulaires, on saura déterminer le centre 
de gravite d'un polyèdre quelconque par la méthode qui 
^ été exposée (53) pour le passage du triangle au po- 
lygone. 

Le centre de gravité du polyèdre formé de Fassemblage 

Oe deux pyramides triangulaires s'obtiendra par itne règle 

analogue à celle que nous avons donnée pour le qua- 

Orîlatère quelconque (54). Nous laissons au lecteur cet 

^ exercice. 

Les rÀultats obtenus plus haut pour les prismes, pyra- 
niides et troues de pyramide, conviennent sans modifica- 
tion aux cylindres, cônes et troncs de cône, que Ton peut 
considérer comme limites de polyèdres à faces infiniment 
petites. 

64. THEoaÈME DE Leibnitz. — Nous terminerons cette théorie 
élémentaire des centres de gravité par la démonstration d*un 
théorème remarquable dû à Leibnitz : Si Von applique, au centre 
de grapîté d 'un système de poids égaux , des forces représentées 
en grandeur et en direction par les droites qui vont de ce centre 
au centre de gravité des poids j ces forces se feront équilibre. 
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En effet, soient A, A', A",. . . {fig, 44) '^ centres de gravité 
de poids égaux, dont p est la grandeur commune; 

G le centre de gravité du système; 

d, d\ d\ . . . , les distances GA, GA', GA", ... ; 

a, p, 7 les angles que la direction GA fait avec trois axes rec- 
tangulaires Gx, Gj, Gz, menés à volonté par le point G; 

a', ^% 7' les angles analogues pour la direction GA', etc. 

Fig. /,/,. 




La somme des moments des poids p par rapport au plan xOty 
sera évidemment 



pd cosy -4- pd' COS7' "+■ P^^'^ C0S7" -h ... ; 

mais cette somme est nulle; car elle est égale au moment du 
poids résultant, appliqué au point G, et ce point est dans le plan 
xGy. Donc, en omettant le facteur commun /?, on a 

^cos7 -h d' C0S7' -f- d" cos7^ -\-, . , —-o\ 

ou, pour abréger, 

^^^€087 — :o. 

On démontrerait de même que 

^'flfcOSp^O, et y^</cOSar: Q. 

Or, ces trois équations sont précisément celles qoi expri- 
ment (27) réquilibre des forces d^ d'y £/^, . .., dirigées suivant 
GA, GA', GA",.... 

Réciproquement, si des forces en nombre quelconque se font 
équilibre sur un point^ ce point est le centre de gravité du système 
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tle poids égaux domf les cemtrrs de gravité somi smpposès piacês 
aux extrémités des droites qui rrprésemtemt les forces en grandeur 
et en direction. 

Il soffirait, pour démoiitrer c«tie réciproque, de reprendre en 
sens inyerse les équatioiis qai ont senri à établir la proposition 
directe. 

Les exercices YI et ▼!!, proposés à la page 54? ont une ana- 
logie éi^idente avec ce théorème de Leibnitx. 

Corollaires, — I. Il y a équilibre entre tnns forces appliquées 
au centre de gravité d'an tnan^, et représentées en grandeur et 
en direction par les droites qui vont de ce point aux trois sonunels. 

Et réciproquement, si trois forces sont en équilibre sur un 
point, ce pmnt est le centre de gravité du triangle dont les som- 
mets sont les extrémités des droites qui représentent ces forces en 
grandeur et en direction. 

II. Il y a équilibre entre quatre forces appliquées au centre de 
gravité d'une pyramide triangulaire, et repr^entées en grandeur 
et en direction par les droites qui vont de ce point aux quatre 
sommets. 

Et réciproquement, si quatre forces sont en équilibre sur un 
point, etc. 

III. Blêmes conclusions pour six forces appliquées au centre 
de gravité du prisme triangulaire et représentées par les droites 
qui vont de ce point aux six sommets. 

IV. Si Ton suppose que toutes les molécules égales d'un corps 
homogène soient attirées vers son centre de gravité par des forces 
proportionnelles à leurs distances à ce centre, il y aura équilibre 
entre toutes ces forces. 

EXERaCES. 

I. Le centre de gravité de la surface d'une pyramide triangu- 
laire est le centre de la sphère inscrite à la pyramide que Ton 
forme en joignant les centres de gravité des quatre faces de la 
pyramide proposée. 

II. Si Ton applique au centre de gravité d'un système de poids 
/;, p'j p'y . . . des forces dirigées suivant les droites qui vont de 
ce centre aux centres de gravité des poids, et proportionnelles 
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aux produits de ces poids par les longueurs des droites correspon- 
dantes, ces forces se font équilibre. (Extension du théorème de 
Leibnitz,) La réciproque est vraie. 

III. I^a somme des carrés des distances mutuelles des centres 
de gravité de m poids égaux est égale à m fois la somme des carrés 
de leurs distances au centre de gravité du système. — Application 
au cas de trois poids égaux (triangle) et de quatre poids égaux 
(pyramide triangulaire). 

lY. Tracer dans Tintérieur d'un triangle deux droites telles, 
que chacune passe par les centres de gravité des deux s^ments du 
triangle déterminés par Tautre. — Combien existe-t-il de couples 
de droites jouissant de cette propriété? 

V. Deux poids P et Q sont suspendus à deux cordons qui, après 
avoir passé sur deux poulies de renvoi A, B, se terminent à un 
nœud G où est suspendu un troisième poids R. Le plan ABC est 
vertical. — On demande quelle position il faut donner au point C, 
dans ce plan, pour que les trois poids se fassent équilibre (on né- 
glige les poids des cordons). 
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Pkogeahme. — Composition d*uii système quelconque do forcos appliquée:» à 
un corps solide. — Leur réduction à deux forces, dont Tune est appliquée 
à un point pris à Tolonté. — Condition générale de réquilibrt\ 

65. Composition d\tn nombre quelconque de Jofves 
appliquées à un corps solide. — Leur réduction A dûux^ 
— Soient P, P', P''', . . . des forces en nombre quelconque, 
appliquées à des points matériels w, m', m^^ . . . (/igf, 45)» 

Fig. 45. 




qui forment un système de figure invariable. Je prend» arbi- 
trairement trois points A, B, C, dans le corps ou au de- 
hors (pourvu qu'ils soient invariablement liés au corps), 
et je dis d'abord que toutes les forces sont réductibles /i 
trois, appliquées à ces trois points. 

En eifet, la force P est décomposable, par la règle du pa» 
rallélipipède, en trois autres dirigées suivant m A, ///U, 
i/iC, et qu on pcîut regarder comme appliquées aux points 
A, B, C. Cette décomposition éunt répétée [>our loules le« 
antres forces du système, on aura trois groupes de £01 ces 
appliquées aux points A, B, C; et ces groupt*s se rompOi^c- 
ront chacun en une force unique. 

Le système primitif sera donc remplacé par trois force» 
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Q, R, S appliquées aux Irols points A, B, C (fig- 46). 
Mainlenant, soit AD rintersection des deux plans ABR, 
ACS, ou, s'ils se confondent, une droite quelconque tracée 




par le point A dans le plan commun*, D un point pris à 
volonté sur cette droite, et que je suppose invariablement 
lié au système. 

Je décompose la force R en deux autres, dirigées suivant 
BD, BE, dont les points d'application peuvent être trans- 
portés respectivement en D et A ^ et la force S en deux 
autres dirigées suivant CD, CF, dont les points d'applica- 
tion sont également transportables en D et A. 

Le point A est actuellement sollicité par trois forces, 
savoir : la force Q et les deux composantes de R et de S ; 
et ces trois forces peuvent se réduire à une seule U. Le 
point D est sollicité par deux forces qui se composent aussi 
en une seule V. 

Le système est Jonc finalement remplacé par les deux 
forces U et V, dont Tune passe par un point A pris à vo- 
lonté, ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi, tout système rie forces y appliquées à un corps de 
figure iriK^ariàble^ est réductible à deux, dont V une passe 
par un point donné à volonté, — Ce point peut être pris, 
soit dans le corps, soit au dehors, pourvu qu'on le suppose, 
invariablement lié au corps. 

66. De Vindétermination que présente cette réduction. 
— Il y a, dans cette réduction à deux forces, une indéter- 
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mination nécessaire qu^il faut bien remarquer. Le système 
des deux forces U, V peut èlre remplacé par une infinité 
de systèmes équivalents, sans même déplacer le point A. 
En eflet, si Ton se reporte à la démonstration précédente^ 
on voit d'abord qu'en transportant le j>oint D le long de 
AD, on fera varier les composantes qui sont appliquées 
en D et en A; et par suite les forces finales U et V chan- 
geront de grandeur et de direction. D'ailleurs, sans remon* 
ter à la démonstration, on n'a qu'à prendre, sur la direc- 
tion de la force V, un point I à volonté (Jig> 47 )> joindre 
AI et décomposer la force V en deux autres, Tune X «rii- 




traire, dirigée suivant lA, l'autre V^ comprise dans le plan 
AlVet qui s'obtiendra par la règle du parallélogramme des 
forces. Maintenant, la composante X et la force U, appli- 
quées en A, se composeront en une seule Ui \ et le système 
(U, V) sera remplacé par (Ui , V,), sans que le corps ait 
cessé d'être sollicité de la même manière. 

67. Réduction du système à une force et à un couple. 
"^ Le système (U, V) peut encore être remplacé par 
me force et un couple. C'est à ce dernier résultat que 
Poinsot parvient directement dans ses Éléments de Sta- 
^'que. 

En effet, si l'on applique au point A (fig» 48) deux 
forces contraires V, V", égales et parallèles à V, ce qui ne 
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change rien au système, on peut composer les deux forces 




U et V'^ en une seule Z, et les deux autres forment un 
couple (V, V'). 

Ce qu'il y a de remarquable ici, c'est que cette force Z 
est invariable de grandeur et de direction , quelle que soit 
la position du point A. En effet, la projection de cette 
force sur un axe quelconque est indépendante de la posi- 
tion de ce point, puisqu'elle est égale (26) à la somme 
des projections des composantes U et V sur le même axe, 
laquelle est elle-même égale à la somme des projections 
des trois forces Q, R, S (fig» 46), et par suite à la somme 
des projections des forces proposées P, P', P',. • . . Il suit 
de là que, si par le point A on imagine trois axes rectan- 
gulaires, on aura la projection de la force Z sur chaque 
axe en faisant la somme des projections des forces pro- 
posées. Or, une droite est déterminée de grandeur et de 
direction dans l'espace, quand on connaît ses projections 
sur trois axes rectangulaires, puisqu'elle n'est autre que la 
diagonale du parallélipipède qui a ces projections pour 
côtés. Donc, quel que soit le point A, on trouvera la même 
force Z. De plus, on voit que cette force coïncidera toujoui*s 
en grandeur et en direction avec la résultante qu'on obtien- 
drait si l'on transportait parallèlement à elles-mêmes toutes 
les forces P, P', P'^,. . . au point A, et qu'on les y com- 
posât en une seule. 
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68. Condition pour que toutes les forces aient une itf* 
sultan te unique. — S'il arrive que les deux forces U et V 
soient situées dans un même plan, et qu'elles n'y forment 
pas un couple, on pourra les composer en une seule ] et, 
dans ce cas, toutes les forces P, P', P'',... auront une 
résultante unique. 

Mais quand les forces U et Y ne sont pas situées dans un 
même plan, je dis qu'elles ne peuvent avoir une résultante 
unique. En effet, j'admets pour un instant que cette ré- 
sultante existe^ et j'applique au système une force F égale 
et contraire (^g- 49)* Q 7 ^^i*^ équilibre entre les trois 
forces U) V, F. On ne troublera pas cet équilibre en fixant 

Fig. 49- 




à Tolonte un point C snr la direction de V eitin p4Ani f) 
sur la direction de F. 3Iais, par U, on déirmi Végffei fU tm 
deux forces: et il ne reste que la forée V^ dz/nl ï^'Afêi fie 
saurait être nul qa'aofant qu'elle roieontre Va:$f9 fit» 
BC (*). Smt I ce pmnt de jtiatmixw. En înutuX k ffA^mi4 nu 
autre point D sar la éàrettioa de la ff^€4!f Vf *m n^ftnH *U 
même que la ibrce V doit reoeonif er U nmif^i /irtWf fitf ^^h 
un poiut IL Cette feree, tjmèt àin^ A^m% y^ritti^ «Um U 
plan BCD, serait umt tMÙkt^, d^H t^ pt^rf^f û^ttéi ^MfO^ffî 
deji iwidanmemt la fi>ree U. MaÎ4 ^M$j^^ ^/ft^SH^m ¥.%i ^tt 
contn£ctioD xwtcThjy^ihiêeffa^U^ Pftéji^ i', f.i V ti4^ êtffii 
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pas dans le même plan. Donc il est impossible qu'il eiisto 
une résultante unique. 

Ce raisonnement prouve en même temps que trois forces 
appliquées à un corps solide ne peuvent se faire équilibre, 
si elles ne sont pas situées dans un même plan. 

En résumé, pour quun système de forces appliquées à 
un corps solide ait une résultante unique, il faut et il 
sujffit que, si Von réduit toutes ces forces à deux, ces deux 
dernières soient situées dans un même plan, et quelles n'y 
forment pas un couple, 

69. Condition générale de V équilibre d^ un corps solide 
libre. — Toutes les forces du système étant réduites à deux 
U, V, il faut et il suffit pour l'équilibre que ces deux forces 
soient égales et directement opposées. Cette condition est 
évidemment suffisante. De plus, elle est nécessaire-, car si 
Ton fixe un point quelconque sur la direction delà force U, 
Teflet de cette force est détruit, et pour que l'effet de la 
force y soit également nul, il faut qu elle passe aussi par 
le point fixe. Mais ce point est pris à volonté sur la force U. 
Donc les directions des deux forces se confondent. De plus, 
elles sont nécessairement égales et contraires, sans quoi 
leur résultante ne serait pas nulle. 

70. Développement de cette condition générale, — La condi* 
tien générale d*équilibre d*un corps solide libre s'exprime, comme 
on va le voir, par six équations : 

1® Les deux forces U et Y devant être égales et contraires, s 
on Ies^.décoii]pose chacune en trois autres, parallèlement à trois 
axes Ox, 0/, Oz, non compris dans un même plan, on devra 
trouver, suivant chaque axe, deux composantes égales et de sens 
contraires. La somme algébrique de ces composantes sera donc 
nulle. Or, cette somme est égale (67) à la somme des compo- 
santes de toutes les forces proposées suivant le même axe. Donc, 
si Ton désigne par X, Y, Z les trois composantes de la force P, 
lesquelles sont positives ou négatives, ainsi qu'on Ta expli- 
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que (25), et par 2]^» 2^* 21 "^ ^^ sommes de termes sem- 
blables étendues à toutes les forces du système, on aura ces trois 
premières équations : 

(!) 2^ = o, ^Y = o, 2z = o. 

Elles sont nécessaires, mais non suflBsantes pour assurer l'équi- 
libre du corps. En effet, ce qu'elles expriment, c'est que les deux 
forces U et V peuvent être représentées par les diagonales de deux 
parallélipipèdes dont les arêtes sont respectivement égales sui- 
vant chaque axe et dirigées en sens contraires. Ces forces sont 
donc dans Tespace, égales, parallèles et de sens contraires. 
Mais rien n'assure qu'elles soient directement opposées : elles 
peuvent former un couple, sans que les équations (i) cessent 
d'exister. 

2? Il y a donc de nouvelles équations à établir. Mais quelques 
explications préliminaires sont nécessaires. 

On appelle moment d'une force par rapport a un axe le produit 
de la projection de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe, 
multipliée par la plus courte distance de la force à Taxe. Ainsi, 
supposons que par un point A, pris à volonté sur la direction de 
la force P, on mène un plan AOM (^^. 5o) perpendiculaire k 

Fig. 5o. 




l'axe Ox, et qu'on décompose la force en deux, l'une parallèle à 
cet axe, l'autre Q située dans le plan AOM : cette dernière sera 
égale à la projection de la force P sur ce plan, et si du point O 
où l'axe le rencontre, on abaisse CI perpendiculaire sur AQ, 01 
sera (en grandeur) la plus courte distance de la force P à l'axe. 

6. 
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Soit 9 cette distance. Le produit Q^q est ce qu'on appelle le mo- 
ment de la force P par rapport à Taxe Ox. 

Remarquons que ce moment ne peut être nul qu'autant que 

l'on a Q = o, ou <7 = o. Si Q = o, la force P est parallèle à Taxe; 

et si ^ = o, la force P va rencontrer l'axe. Dans les deux cas, la 

force P est dans un même plan apec l'axe , condition nécessaire et 

suffisante pour que son moment par rapport à Taxe soit nul. 

Cela posé, le théorème de Varignon s'étend immédiatement 
à cette nouvelle espèce de moments. Soient P, P' deux forces 
appliquées au point A (/%• 5i), et représentées en grandeur et en 

Fig. 5i. 




./__£3^'/ 



direction par AB, AG; R leur résultante représentée par la diago- 
nale AD du parallélogramme ABDC; Ox l'axe par rapport auquel 
on doit prendre les moments; MN un plan perpendiculaire, qui 
coupe cet axe au point 0. Le parallélogramme ABCD se projettera 
>ur ce plan suivant un parallélogramme abcdy et par conséquent 
la projection ad de la résultante R sera la résultante des projec^ 
tions ab, ac des composantes P, P\ Le théorème des moments, par 
rapport au point 0, aura donc lieu pour ces projections. Or, ces 
moments ne sont autres que les moments des forces P, P', R par 
rapport à l*axe. Donc, lorsque deux forces sont appliquées à 
un même point, le moment de leur résultante par rapport à un 
axe est égal à la somme des moments des composantes. On passe 
ensuite sans difficulté à un nombre quelconque de forces appli-* 
quées à un même point et dirigées comme on voudra dans l'es* 
pace. Il suffit de les composer deux à deux. 

Ainsi, le moment de la résultante d'un système quelconque de 
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farces coruMuranies^ par rapport à un axe^ est égal h la somme 
des moments des composantes. Il est bien entendu qu'il ft'ugit ici 
d'une somme aigébriqtte, ainsi qu'on l'a expliqué (10) : on iina- 
gineninn observateur le long de Taxe Ox, les pieds en O; et selon 
qoe la projection d*une force P sur le plan MN tendra à faire 
tourner son bras de levier 01 [/fg. 5o) de gauche k droite ou de 
Aroite à gauche pour cet observateur, on affectera son moment 
da signe + on du signe — . 

Maintenant, si l'on revient aux deux forces U et V auxquelles 
se réduit tout système de forces appliquées à un corps sotidei on 
▼a voir que la somme des moments de ces deux /orées par rap- 
port à un axe quelconque est égale à la somme des moments fie 
toutes les forces primitives par rapport au même axe. 

En effet, la somme des moments des forces P, P', ï*^, . . . 
[fig, 4^) est d'abord égale, d*après ce qui vient d'être Ai:mut\Xfi'^ 
à la somme des moments des trois groupes de {(^xtt% Appliqii^i;% 
en A, B, C ; celle-ci, pour la même raison, est éf^ate k la %ni%u\%\t\ 
des moments des trois forces Q, R, S [fig. f\^'i\ ; «t t^jeiUi A^x\\\ktir. 
est égale à la somme des moments des forces finales M et V. 

Cela posé, plaçons {fig* Sa) sur la Airtt.t'um /le lu fortti 1/ 
Torigine Odes trois axes Ox, Oj, Oz. ïjt% tsutfMUîik de tMit. (otta 
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trois éqiutions 

(î) 2"»=°' 2"'=?' 2'*'=°' 

Associées aux équations (i), elles complètent le développement 
de la condition générale d^équilibre. 

Il reste à prouver que ces six équations sont suffisantes. £» 
effet, il résulte, comme on Ta déjà vu, des équations (i)» que les 
deux forces U et V, auxquelles le système primitif est réductible, 
sont égales^ parallèles et de sens contraires. Il résulte mainte- 
nant des équations (2) que ces mêmes forces sont directement op^ 
posées; ohr elles expriment que la somme des moments des*forces 
U et V par rapport à chacun des axes est nulle, et, en prenant 
pour origine un point de U, cela revient à dire que les moments 
de V sont nuls. Donc V est dans un même plan avec chacun des 
trois axes qui se croisent au point 0, et par conséquent passe par 
ce point. £n définitive, les forces U et V sont égales et directe- 
ment opposées. Donc l'équilibre existe. 

Concluons que /?o/ir réquilibre d'un système de forces dirigées 
d*une manière quelconque dans l'espace j et appliquées à un corps 
solide libre, il faut et il suffit : 

1° Que la somme des forces décomposées suivant trois axes 
non situés dans un même plan soit égale à zéro pour chacun de 
ces axes ; 

2° Que la somme des moments des forces par rapport à cha- 
cun de ces axes soit égale à zéro. 

Du moment qu'on aura constaté que ces six conditions sont 
remplies pour un certain système d'axes connus, il y aura é(jui- 
libre; et par suite, les mêmes conditions auront lieu pour tout 
autre système d'axes. 

71. Application des six équations d'équilibre à quelques cas 
particuliers. — Les six équations précédentes comprennent évi-» 
demment celles que nous avions déjà trouvées (27), pour le cas 
où toutes les forces concourent en un même point. En effet, si 
Ton prend ce point pour origine des axes, les équations des mo- 
ments disparaissent d'elles-mêmes, et il ne reste que les trois pre- 
mières. 
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Noos ûàni bofttefôns à indiquer cfeux autres cas imporUilU : 
celui àes forces parallèles et celui ie& forces situées dans un même 
plan. 

Forces parallèles, — Pour montrer comment les six équations 
de réquîlibre se réduisent et se simplifient, dans le cas des forces 
pamllèies, on prendra Fun des axes, Oz, paralîèle â la direction 
des forces, et les deux autres axes perpendiculaires à Oz, mais 
fidsanc entre eux un angte quelconque. On Terra alors que les 
équations nécessaires et sufHsantes pour Téquilibre se réduisent 
à trois, savoir : 

La somme (algébrique) dés forces doit être nulle. 

Ld somme de leurs moments par rapport à deux pams qui se 
eompent suivant une ligne parallèle aux forces doit être nulle pour 
chacun de ces plans. 

Forces situées dans un même plan, — On prendra ce plan pour 
celui des deux axes Oxy Oj, et on dirigera le troisième axe per- 
pendiculairement à ce plan. Les six équations générales se ré- 
duiront encore à trois, savoir : 

La somme des forces décomposées suivant deux axes qui se 
coupent y et qui sont tracés à volonté dans le plan^ doit être nulle 
nour chacun de ces axes, 

La somme des moments des forces par rapport à un point quel 
conque du plan doit être nulle» * 

EXERaCES. 

Théobemes. — I. Si, aux milieux des côtés d^un polygone plan 
quelconque, on applique, dans le plan de ce polygone, des forces 
proportionnelles aux longueurs de ces côtés, perpendiculaires à 
leurs directions, et dirigées toutes du dedans au dehors, ou toutes 
du dehors au dedans, ces forces se feront équilibre. 

n. Ce théorème a son analogue dans les figures à trois dimen- 
sions : si, aux centres de gravité des aires des faces d'un polyèdre 
quelconque, on applique des forces proportionnelles à ces aires, 
perpendiculaires à leurs plans, et agissant toutes du dedans au 
dehors ou du dehors au dedans, ces forces se feront équilibre. 

III. Un système de forces appliquées à un corps solide, et 
dirigées comme on voudra dans l'espace, est réductible d'une 
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infinité de manières à deux forces non situées dans un même plan 
et faisant entre elles un angle donné. 

lY. Si Ton réduit toutes les forces appliquées à un corps solide 
à une force unique qui passe par un point donné et à un couple, 
on peut toujours choisir ce point de manière que la force soit 
p'erpendiculaire au plan du couple; et ce couple est tel, que le 
produit de Tune des deux forces égales qui le composent par la 
distance qui les sépare (autrement dit, le moment du couple) est 
minimum, (M. Ponrsox.) 

y. La pyramide triangulaire qui a pour sommets les extrémités 
des lignes qui représentent en grandeur et en direction les deux 
forces U||F y, auxquelles peut se réduire tout système de forces^ 
a un volume constant, quel que soit le point A choisi pour centre 
de réduction. (M. Chasles.) 
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DEUXIÈME PARTIE. 

DES MACHINES SIMPLES. 



NEimÈME ET DIXIÈME LEÇON. 

PiOGRAHME. — Levier. — Condition générale d'équilibre du lener. — 
Relation entre la puissance et la résistance. — Des balances. — 
Balance ordinaire; balance romaine ; bascule du commerce. 

72. Notions sur les machines à Vélat de repos ou d'é^ 
qmUhre, — Les machines sont des instruments au moyen 
desquels on peut faire équilibre à des résistances données, à 
Taide de forces ou puissances qui ne sont ni égales ni di- 
rectement opposées à ces résistances. A cet effet, les corps 
dont les machines se composent ne sont pas libres, mais 
gênés dans leurs mouv^ements par des obstacles fixes. 

Une machine est dite simple quand elle est formée 
d^un seul corps solide \ et selon que l'obstacle destiné à 
gtner son mouvement est 

im point fixe, \ 1 levier, 

ou un axe fixe, \ elle prend le nom de | tour ou treuil, 
ou \m plan fixe, ) ( plan incliné. 

Nous ne nous occuperons que de ces trois machines 
simples, et de celles qui en dérivent immédiatement, telles 
<iue les balances et les poulies. 

Une machine composée est un assemblage de machines 
simples, réagissant les unes sur les autres. 

73. Du levier. — Le levier, dans son acception la plus 
générale, est un corps solide, de figure quelconque, mo- 
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bile en tous sens autour d'un point fixe. Mais le plus sou- 
vent on lui donne la forme d'une barre AOB droite ou 
courbe (Jig' 53 et 54) qui ne se meut que dans un plan, 
autour d'un de ses points qu'on nomme point d'appui. 



Fig. 53. 



Fig. 54. 





Cette dénomination provient de ce que la barre ne fait que 
s^ appuyer en ce point contre l'arête d'un support inébran- 
lable. Ou bien encore, la barre AOB est traversée en 
(fis* 55) par un essieu fixe, de forme cylindrique: et^ si 
l'on conçoit une section faite par un plan perpendiculaire 

Fig. 55. 




à Taxe de l'essieu, tous les points de la barre compris dans 
cette section sont dans le même cas que s'ils tournaient 
autour d'un point fixe, centre du cercle suivant lequel L'«^ 
sieu est coupé par le plan. 

Ordinairement, il n'y a que deux forces directement 
appliquées au levier : Tune P, force motrice dont on dis- 
pose, qu'on nomme la puissance; l'autre Q, résistance 
opposée par le corps que Ton veut déplacer. A ces deux 
forces il faut joindre le poids de la barre ; à mohis quey 
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dans k position d'équilibre, la verticale abaîtaëe ée um 
centra de gravité ne passe par le point d'appui , auquel 
cas le poids de la barre est évidemment détruit par la ré- 
sistance de ce point. 

74, Condition générale d'équilibre. — Quelle que soit 
la forme du levier, quel que soit le nombre des forces ap- 
pliquées à cette machine, la condition d'équilibre s'ex- 
prime de la même manière : Il faut et il suj/ît que toutes 
les forces aient une résultante unique qui passe par le 
point d^ appui. 

En effet, considérons un levier en équilibre sous l'action 
d'un nombre quelconque de forces. On sait qu'elles sont 
toutes réductibles à deux, U, V, dont l'une, U, passe par 
un point pris à volonté : choisissons le point fixe O. La 
force U sera détruite par la résistance de ce point, et, pour 
l'équilibre, il sera nécessaire et suffisant que Fautre, V, 
passe aussi par ce point. Donc les forces U et Y pourront se 
composer en une seule qui passe par le point O, et cette 
résultante ne sera autre que celle de toutes les forces pri- 
mitives. 

On peut recourir à une autre forme de raisonnement, 
qui est fréquemment employée en Mécanique. 

Dans l'état d'équilibre du levier, le point fixe O oppose 
aux forces qui sont en jeu une résistance de direction con- 
traire au mouvement que ce point prendrait, s'il cessait 
tout à coup d'être fixe. Désignons cette force par R et 
concevons qu'on l'applique au point O du levier-, elle 
remplacera la fixité de ce point, et dès lors on pourra 
traiter le levier comme un corps libre^ en équilibre sous 
l'action des forces primitives et de la force R. Celte dernière 
sera donc (6) égale et opposée à la résultante de toutes les 
autres. Donc celles-ci ont une résultante qui passe par le 
point fixe. c. q. f. d. 

75. Cas où h levier nest sollicité que par deuxforce»^ 
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, une puissance et une résistance, — Soient P la puissance 
appliquée au point A (fig^ 56) et Q la résistance appli- 
quée au point B. Faisons abstraction du poids de la barre. 
Pour que les deux forces P, Q aient une résultante passant 

Fig. 56. 




par le point d'appui, il faut d'abord qu'elles soient dans un 
même plan avec ce point (68). En second lieu, les moments 
des deux forces par rapport à ce point devront être égaux 
et de signes contraires (19). Soient Oa, Ob les perpendi- 
culaires abaissées du point O sur les directions des forces : 
en n'ayant égard qu'aux valeurs absolues des moments, 
on aura 

PX0û = QX0ô ou ^ = ^, 

y Un 

c'est-à-dire que les deux forces doivent être réciproque- 
ment proportionnelles à leurs distances au point d'appui. 
En résumé, quand le levier n'est sollicité que par deux 
forces, une puissance et une résistance, il faut et il suffit 
pour l'équilibre : 

1° Que la puissance et la résistance soient dans un 
même plan ai^ec le point d'appui^ 

2° Quelles soient réciproquement proportionnelles à 
leurs distances à ce point, et qu! elles tendent à faire 
tourner en sens contraires. 

Remarque. — Il résulte de là que l'on peut, sans trou- 
bler l'équilibre du levier, changer à volonté la grandeur 
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et la position de la puissance, pourvu que son moment par 
rapport au point d'appui ne change pas. 

76. Charge du point d^ appui. — La charge ou pression 
que supporte le point fixe est évidemment la résultante de 
toutes les forces qui sont appliquées au levier, résultante 
qui n'est autre que celle qu'on obtiendrait en transportant 
toutes les forces parallèlement à elles-mêmes au point O. 

Dans le cas de deux forces P, Q, on aura 



R = V^P» -f- Q2+ 2PQ ces (P, Q). 

Leviers de différents genres. — Si les deux forces sont 
parallèles et de même sens (fig*,^'j)'i l'angle (P, Q) =o 
et Ton a R = P -I- Q. Le point d'appui est alors situé entre 

Fîg. 57. 




la puissance et la résistance, et la charge qu'il éprouve est 
a son maximum. Le levier est dit du premier genre. C'est 
le cas de la balance ordinaire, de la pince à talon des 
carriers. Si de plus le levier est une barre droite, les per- 
pendiculaires Oa, Ob sont proportionnelles aux segments 
OA, OB que l'on nomme les bras de levier; et l'on peut 
dire que, dans l'état d'équilibre du levier droit, la puis- 
sance et la résistance sont en raison inverse de leurs bras de 
levier. Une très-faible puissance pourra donc tenir en équi- 
libre une grande résistance, pourvu qu'elle agisse à l'ex- 
trémité d'un bras de levier assez long. — Si les forces sont 
parallèles et de sens contraires, l'angle (P, Q) = 180 degrés 
et Ton a R = it(P — Q). Le point d'appui laisse alors 
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les deux forces d*ufi même côté (fig. 58 et 5q). La charge 
est à son minimum. Si c'est la résisUnce Q qui est la 

Fig. 58. Fig. 59. 
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plus voisine du point d'appui, on a le levier du second 
genre, où la puissance a toujours de Vai^antage, en ce sens 
qu elle est inférieure à la résistance. Tel est le cas de la 
brouette. Si, au contraire, c'est la puissance P qui est plus 
rapprochée du point d'appui, on a le levier du troisième 
genre, où la puissance a toujours du dèsav^antage. Mais 
ceci ne veut pas dire que ce genre de levier soit sans uti- 
lité. La pédale du rémouleur en offre un exemple. On le 
retrouve encore associé au levier du premier genre, dans 
la bascule du commerce, qui sera décrite plus loin. 

77. Cas général, — Les conditions d'équilibre du levier solli- 
cité par des forces quelconques s'expriment par les trois équations 
des moments du n*» 70. En effet, toutes les forces étant supposées 
réduites à deux, U et V^ dont Tune U passe par le point d'appui, 
les moments de U par rapport à chacun des trois axes qui ont ce 
point pour origine sont nuls d'eux-mêmes; et pour Téquilibre, il 
faut et il suffit [Ik) que les moments de V soient également nuls. 
Donc la somme des moments des forces U et Y doit être nulle 
par rapport à chaque axe. Mais cette somme est la même que la 
somme des moments des forces primitives qui sollicitent le levier. 
Donc on a lés trois équations 

2Mx=::0, ^^\y = 0, 2M,=:0. 

Ainsi, Ton voit que l'introduction d'un point fixe dans un sys- 
tème libre réduit de six à trois les équations nécessaires et suf« 
isantes pour l'équilibre. 
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19. Cas OÙ les forces dfiu $4>Ili'citent le levier sont toutes 
situées dans un mène plan. — Quand le levier est solli- 
cité par des forces, en nombre quelconque, situées dans un 
même plan, il faut d'abord, pour qu'il puisse y avoir équi- 
libre, que ce plan renferme le point d'appui ; de plus, il 
faut que le moment de la résuhante par rapport a ce 
point soit nul. Cette condition s'exprime par une seule 
équation que fournit le théorème des moments (38). 
Soient P l'une quelconque des forces, pla distance du point 
d'appui à cette force; on aura pour équation d'équilibre 

(La caractéristique \^ désigne une somme algébrique.) 

Ce cas se présente souvent dans la pratique. Ainsi, sup- 
posons qu'on veuille soulever le corps pesant de la^^. 53, 
en exerçant un effort vertical à Textrémité A de la barre 
AOB, et qu'on ait égard au poids de celle-ci. Soient 
A6 = 2-4»èii«es, OB = o*^, i . Si la barre est homogène et 
d^égale épaisseur, son centre de gravité sera au milieu de 
SSL longueur : nous supposerons son poids de lo kilo- 
grammes et le poids du bloc à soulever de 5oo kilogrammes. 
Soît P l'effort à exercer pour produire l'équilibre. On aur« 

P X 1,9 + 10X0,9= 5ooX 0,1, 
d'où 

P = 21 ^'',579 (par excès). 

Ainsi^ par Tintermédiairc de ce levier, un effort de 
!2i^^^,579 suffira pour faire équilibre à un poids de 5oo ki- 
logrammes. 

79. Des balances. — Balance ordinaire. — Les ba- 
lances sont des instruments fondés sur le principe du levier, 
et destinés à peser les corps, c'est-à-dire à déterminer le 
rapport de leur poids au gramme. 
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La balance ordinaire est décrite, dans les cours de Phy- 
sique, avec tous les détails que son mécanisme comporte. 
Elle se compose essentiellement d'un levier du premier 
genre, dit fléau, en fer ou en laiton, aux extrémités duquel 
sont suspendus deux plateaux destinés à recevoir, l'un le 
corps à peser, l'autre les multiples (ou sous-multiples) du 
gramme qui mesurent son poids (Jig> 60}. Ce fléau est 

Fig. 60. 




traversé en son milieu et perpendiculairement à sa lon- 
gueur par un prisme d'acier trempé, dit couteau, qui fait 
saillie de part et d'autre, et repose par son arête inférieure 
sur deux petits plans d'agate ou d'acier enchâssés de ni- 
veau, l'un en avant, l'autre en arrière du fléau, dans la 
partie supérieure de la colonne qui supporte l'appareil. 
Cette arête vive fait ainsi fonction d'axe fixe, autour du- 
quel le fléau peut librement osciller. Deux autres couteaux, 
adaptés mx extrémités du fléau, reçoivent sUr leurs arêtes 
vives, tournées vers le haut, les crochets auxquels sont 
fixées les tiges ou chaînes de suspension des plateaux. 

Il importe, comme on le verra ci-après, que la droite 
qui joint les points de suspension des plateaux (c'est-à-dire 
les deux points où les crochets s'appuient sur les cou- 
teaux) aille rencontrer l'axe de rotation du fléau. Nous 
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admellrons que celle condîiion soît remplie. Dès lors, le 
fléau pourra être réduit à une droite idéale AOB [fig. 6i), 
aux extrémités de laquelle seront appliquées deux forces 
verticales égales aux poids des plateaux et de leurs charges, 
et dont le milieu O sera considéré comme le point d'ap- 
pui. Seulement, il faudra tenir compte du poids du 
fléau appliqué à son centre de gravite. 

Une bonne balance doit réunir deux qualités : \di jus- 
tesse et la sensibilité, 

80. Justesse, — Pour qu^une balance son juste, il faut 
que deux poids égaux s'y fassent équilibre dans la position 
horizontale du fléau, quelle que soit leur valeur commune. 
Autrement, la balance ne saurait donner en une seule 
pesée le poids exact d'un corps. Développons celte con- 
dition. 

Soient /, P les longueurs des bras AO, OB {^g- 6i), 
que nous ne supposons pas égaux à priori^ P la valeur 
commune des poids de chacun des plateaux chargés, poids 
qu'on peut regarder comme directement appliqués aux 
points de suspension A et B; cr le poids du fléau et d la 

Fig. 61. 
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distance de son centre de gravité à la verticale du point 
d appui O. Le théorème des moments donne l'équation 

d'équilibre 

P(/— /')±cj^:=o; 

et comme elle doit être vérifiée quel que soit P, il en résulte 
1=1' et d=: o. 

Amsi la justesse d'une balance exige : 

I** Que les deux bras du fléau soient égaux ^ 

1 
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2° Que la verticale de son centre de grav^ité passe par 
le point d'^appiu. 

81 . Position du centre de gra\^ité par rapport au point 
d* appui. — Le centre de gravité du fléau peut-il occuper 
(elle position qu'on voudra sur la verticale du point O? 
Pour répondre à cette question, remarquons que si le fléau 
d'une balance en équilibre vient à être dérangé, par une 
cause quelconque, de la position horizontale, il est néces- 
saire qu'il tende à y revenir par une suite d'oscillations. 
En d'autres termes, l'équilibre doit être stable. Autrement 
Tinstrument ne pourrait rendre aucun service. Il faut aussi 
que, dans le cas où les deux poids placés dans les plateaux 
ne sont pas égaux, l'inégalité s'accuse par une nouvelle 
position d'équilibre stable, inclinée à l'horizon. 

Or, il est aisé de voir que cela ne peut avoir lieu qu'au- 
tant que le centre de gravité du fléau est situé au-dessous 
ÀVL point d'appui. 

En effet, considérons d'abord le cas de deux poids égaux P 
placés dans les plateaux. Si l'on imprime au fléau un petit 
mouvement qui le place dans la position inclinée A'B' 
{fig* 62), il est clair que la résultante des deux forces P, 
égales et parallèles, appliquées aux points A' et B', ne ces- 
sera pas de passer au point milieu O, et par conséquent 

Fig. 62. 
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sera toujours détruite par la fixité de ce point. Mais le 
centre de gravité G, que nous supposons au-dessous 
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de O, aura passé en G', du côlé de la verticale opposé au 
bras de levier qui plonge au-dessous de l'horizon. Le 
poids TS du fléau, appliqué à ce point, tendra donc à le 
faire tourner dans un sens contraire au mouvement im- 
primé, c'est-à-dire à le ramener vers la position horizon- 
tale. Le fléau atteindra cette position avec une vitesse 
acquise en vertu de laquelle il la dépassera; mais en même 
temps le poids tr, passant de la gauche à la droite de la ver- 
ticale OG, tendra de nouveau à ramener le fléau à l'hori- 
zontale. Il en résultera une série d'oscillations que les 
frottements et la résistance de Pair finiront par rendre 
insensibles. L'équilibre sera donc stable. 

Supposons maintenant que le poids appliqué en A sur- 
passe de p le poids P appliqué en B (fig- 6'3). Sous Tin- 
fluencede cet excès, le bras OA va s'abaisser, et je dis que 




le fléau tendra vers une position d'équilibre stable, telle 
que A'B'. En effet, à mesure que rinclinaison du fléau 
augmente, le moment du poids p (p.Oa) va continuelle- 
ment en diminuant^ tandis que celui du poids n (vs.Og) 
va en croissant à partir de zéro. Il y a donc un certain 
angle f, et un seul, pour lequel ces moments deviennent 
^aux. D'ailleurs, les deux poids P n'interviennent en rien 
dans l'équation d'équilibre, puisque leur résultante passe 



\^^s: 
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toujours au point d'appui. Ainsi Téquation nécessaire et 
suffisante pour IVquilibre sera 

et cet équilibre sera stable, puisque, si le fléau atteint et 
dépasse cette position, il y sera évidemment ramené par 
Faction prépondérante du poids zj. 

Mais il en serait tout autrement, si le centre de gravité 
du fléau était situé au-dessus du point d'appui, comme 
dans la^S^. 64. L'horizontale AB serait alors une position 
d'équilibre instable; pour peu qu'on -dérangeât le levier AB 

Fig. 64. 
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de cette position, il ferait la bascule sans pouvoir se rele- 
ver, puisque le poids cr, appliqué en G', passerait du côté 
même de la verticale où se trouve déjà le bras OA' incliné 
au-dessous de l'horizon, et par conséquent concourrait à 
accroître cette inclinaison. La position horizontale AB se- 
rait même impossible à maintenir physiquement. Une telle 
balance est dite folle. On ne peut non plus supposer que 
le centre de gravité G soit placé au point d'appui même, 
car alors deux poids égaux se feraient équilibre dans 
toutes les positions du fléau; et, de cet état d'équilibre m- 
dijfferenty la balance passerait subitement à un renverse- 
ment complet des qu'il y aurait la moindre dijQTérence 
^ entre les deux poids ; elle serait hors d'usage. ., 

Concluons donc que le fléau d'une balance doit toujours 
être construit de telle sorte que son centre de graviié 
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lombe au-dessous du plan horizontal passant par Taxe de 
rotation. 

82. Sensibilité. — Il ne suflSi pas qu'une balance soit 
juste, il faut encore qu'elle soit sensible ^ c'est-à-dire qu'une 
petite différence p entre les deux poids placés dans les pla- 
teaux se manifeste par une inclinaison visible du fléau. De 
l'équation d'équililye du numéro précédent, 

p.Oa =. xs.Og, 

on déduit aisément les conditions de sensibilité de la 
balance. 

Soient cf l'inclinaison AOA', / la longueur du bras 
0A=OB, h la distance OG [fig, 63); on a 

Oairz/coScp, Og z=: h%\ïi(f, 

et, substituant dans Téquation précédente, il vient 

pi 
tang,=---. 

Le poids additionnel p étant supposé très-petit, l'angle (f 
l'est aussi et peut être regardé comme proportionnel à sa 
tangente. La formule ci-dessus montre donc que la balance 
sera d'autant plus sensible, t/ue le centre de gravité sera 
plus voisin de Vaxe de rotation, et que le Jléau sera plus 
long et plus léger. 

Dans les balances de précision, qu'un milligramme doit 
faire trébucher, par exemple, sous une charge de plusieurs 
kilogrammes, le constructeur a soin de fixer au milieu du 
fléau une petite lige verticale taraudée, sur laquelle on peut 
faire monter ou descendre un écrou de dimensions variables. 
DeceU|a manière, on est maître de déplacer légèrement le i 
centrefdfr'gravité du fléau et de régler la sensibilité. 

83. Examen du cas ou les points de suspension des plateaux 
et le point d'appui du fléau ne sont pas en ligne droite, — Dans 
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tout ce qui précède, nous avons admis que les points de suspen- 
sion des plateaux étaient en ligne droite avec le point d'appui du 
fléau. 

D'après la valeur trouvée plus haut pour tang^^ on voit que 
rinclinaison du fléau qui répond à un excès de poids p placé 
dans l'un des plateaux dépend de cet excès seulement et non de la 
grandeur absolue de la charge que les plateaux supportent. 

Il n'en serait plus de même si le point d'appui et les points de 
suspension des plateaux cessaient d^étre en ligne droite. Suppo- 
sons un levier coudé AOB à bras égaux {fig. 65). Soit a l'angle 
AOar = BOx', que chaque bras fait avec Phorizontale du point 
d'appui, quand le levier est en équilibre sous l'action de deux poids 
égaux P. Soitcp l'angle AOA' dont le fléau va tourner par TefFet 
d'un poids additionnel p suspendu au point A. Les deux poids 

Fig. 65. 




égaux P se composent en un seul 2P appliqué au point S milieu 
de la droite qui joint A' à ^\ et le moment de ce poids résul- 
tant (2P.O^) n'est plus nul comme dans le cas où les trois 
points A', O, B' étaient en ligne droite. L'équation d'équilibre se 
complique donc de ce terme, et devient 

/?.0/ïi=:cT.0^-f-2P.0j, 

ou bien, en conservant les notations du numéro précédent, 
plcos{a. -h y) =r ciAsiiHf -h 2P/sinasin(p, 



«roii 



tangep 



pi cosx 



(2t* -h p)l^not H- uf/i 
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Cette formule montre que l^angle ^ dépend maintenant y/^ la 
charge aP, et que, toutes choses égales d'ailleurs, il diminue 
quand elle augmente. Ainsi la balance sera d^autant moins sen- 
sible que les plateaux s^ont plus chargés. Ce grave inconvénient 
disparaît quand les trois points A, 0, B sont en ligne droite. 
L^angle a devient alors nul, et l'expression de tangcp se réduit à 
celle que nous avons donnée dans le n'' 82. 

La fig, 65 suppose les points de suspension A et B au-dessous 
de rhorizontale xOx' , S'ils étaient au-dessus, l'expression de 
tang^ subsisterait encore, à la condition de changer a en — a. 
Dans ce cas, une charge aP, de plus en plus grande, fera passer le 
déDominateur par zéro, et la balance deviendra folle. Du reste, 
sans recourir au calcul, on voit qu'alors la charge 2P concourt 
avec le poids additionnel p pour faire trébucher le fléau. 

84. Méthode des doubles pesées, — Nous avons séparé 
les conditions de justesse de celles qui règlent la sensibi- 
lité ; si une balance n'a pas ses bras égaux, elle n'est pas 
]uste^ et cependant, pourvu qu'elle demeure sensible, 
elle peut encore servir à déterminer le poids exact d'un 
corps. Seulement, ce n'est plus par une seule pesée que ce 
résultat peut être atteint. On a recours à un procédé 
aussi simpk qu'ingénieux, imaginé par Borda. On équi- 
libre d'abord le corps à peser, placé dans un des plateaux, 
avec de la grenaille de plomb ou du sable que Ton met 
dans l'autre. Puis on enlève le corps, et on le remplace 
par des poids marqués, en quantité suffisante pour rétablir 
l'équilibre. La somme de ces poids est exactement égale au 
poids du corps, puisque Tun et l'autre font, dans des cir- 
constances identiques, équilibre à la même quantité de 
matière pondérable. 

Le physicien et le chimiste font toujours usage de cette 
méthode quand il s'agit de pesées délicates, même avec 
des balatices très-bien construites-, car l'égalité parfaite 
des deux bras est impossible à obtenir dans la pratique. 

85. Romaine, — La balance romaine est encore un 
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levier droit du premier genre, mais à bras inégaux. On 
suspend à rextrémité A du petit bras (fig* G6)'i soit avec 
un crochet, soit à l'aide d'un plateau, le corps à peser P. 

Fig. 66. 




Le long du grand bras est mobile un anneau B qui supporte 
un poids invariable q» On détermine par tâtonnement le 
point où il faut arrêter cet anneau pour que le levier 
prenne la position horizontale d'équilibre. Cet instrument 
n'exige pas Temploi de poids marqués : il suflSt que la partie 
du levier que le poids mobile doit parcourir ait été graduée 
d'avance, de manière qu'on puisse lire, en chaque point où 
s'arrêtera le curseur, le nombre de grammes ou kilo- 
grammes qui représente le poids cherché. 

86. Graduation de la romaine, — Aucun corps n'étant 
d'abord suspendu au crochet, soit I le point où il faut 
amener le curseur pour que le fléau se tienne horizontal 
{fie' ^7)' ï^^ï^s cette position, il y a équilibre entre le 
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poids <jf et le poids xs de la romaine appliqué à son centre 
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de gravité G, et l'on a 

gf.OI=:CT.OG. 

Ce point I peut d'ailleurs être situé indifTéremment à 
droite ou à gauche du point d'appui O. 

Suspendons maintenant un poids P au crochet A : 
l'équilibre sera détruit, et, pour le rétablir, on devra trans- 
porter le curseur, du point I à un certain point G tel que 
Ton ait 

P.AO -f- u.OG = q.OC. 

Le terme u.OG peut être remplacé par son égal ^.01, et 
si Ton remarque que OG — 01 = IC, l'équation précé- 
dente devient 

P AO 

P.AOrrro.IC, d*OÙ IC = — — • 

Ainsi, la distance IG varie proportionnellement au 
poids P. D'après cela, pour graduer l'instrument, on mar- 
quera d'abord zéro au point 1 5 puis, suspendant au point A 
le poids que l'on veut prendre pour unité, i kilogramme 
par exemple, on cherchera le point G où il faut amener 
le curseur pour rétablir l'équilibre. On marquera i en 
ce point. Portant ensuite sur toute la longueur du fléau 
des distances GD, DE, EF,... égales à IG, on inscrira les 
nombres 2, 3, 4v ^^^ points D, E, F,.... Pour estimer 
des dixièmes de kilogramme, on n'aura qu'à diviser ces 
longueurs en dix parties égales, et ainsi de suite. 

On voit que la graduation n'exige pas que l'on con- 
naisse à priori la distance OG, ni le poids xs de la ro- 
maine. Ges quantités ne figurent que dans l'exposition de 
la méthode. 

Cette balance a l'avantage de ne pas exiger l'emploi de 
poids marqués. Aussi est-elle d'un fréquent usage dans le 
commerce pour les pesées qui ne demandent pas beaucoup 
de précision. Afin d'éviter de donner au grand bras des 
dimensions trop étendues, on adapte souvent au fléau 
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deux anneaux de suspension [fig- Q^)» L'un, le plus éloi- 
gné du crochet A, sert pour les corps dont le poids est 
peu considérable et auxquels il n'est pas nécessaire de don- 
ner un petit bras de levier. L'autre anneau sert, en re- 
tournant l'appareil, pour peser les corps plus lourds. 

87. Bascule du commerce* — Cet instrument, qu'on 
appelle encore balance de Qiiintenz, du nom de son in- 
venteur, se distingue des précédents en ce que, au lieu d'un 
seul levier, il en présente deux, l'un du premier genre, 
l'autre du troisième. On va voir que cette combinaison le 
rend éminemment propre au pesage des colis de toutes 
dimensions qu'expédie le commerce. 

BOC (fig' 68) est un levier du premier genre, ayant son 
point d'appui en O. L'un des bras, OC, supporte un pla- 
teau destiné à recevoir des poids marqués, tandis que 
l'autre, OB, supporte deux tringles verticales BD, AG. La 




tringle BD, la plus éloignée du point d'appui, soutient 
l'une des extrémités d'un second levier FED, dont le point 
d'appui est F. Mais ce levier n'est représenté dans la fig. 68 
qu'en projection verticale : il n'est pas rectiligne dans 
toute sa longueur, et se bifurque du côté de EF, comme 
l'indique sa projection horizontale {^g- 6g). Le point F 
de la première figure répond donc à deux points Ft, F» qui 
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sont les véritables points fixes autour desquels tourne le 
levier inférieur : ils sont symétriquement placés par rap- 

Fî(j. G9. 



port à la droite FED. Les dimensions des deux leviers sont 
combinées de manière qu'on a 

FE AO 
FD ~ BO' 

Le tablier MNS (7^^.68), sur lequel on place les objets 
à peser, fait corps avec une pièce en bois de direction 
oblique SG) qu'on appelle la fourche parce qu'elle présente, 
du côlé de S, deux branches entre lesquelles passe la 
tringle BP. Cette fourche s'accroche en G à la tringle AG. 
Le tablier s'appuie en outre sur les deux branches du 
levier FjFjD. A cet effet, celles-ci portent deux cou- 
teaux El , Ej {Jig- 6g) sur lesquels viennent reposer deux 
coussinets fixés sous le tablier. Ainsi, quand la bascule 
fonctionne, le tablier pèse sur les trois points Ej, Ej, G. 
Pour éviter que les couteaux d'appui ne se fatiguent quand 
la machine est au repos, on soulève, au moyen d une ma- 
nette adaptée à la colonne OV, le bras OC, ce qui fait bais- 
ser la tringle BD et par suite le levier FiFjD. Alors le 
tablier descend de lui-même et vient reposer sur les bords 
delà caisse rectangulaire en bois qui renferme ce levier. 
Il faut que le levier supérieur BOC se tienne horizontal 
quand le tablier et le plateau ne portent aucun poids. On 
satisfait à cette condition en plaçant une tare convenable 
dans une petite cuvette qui est adaptée au-dessus des chaînes 
de suspension du plateau. 
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Cela posé, mettons sur le tablier un corps de poids Q, 
dans une position quelconque, et cherclions quel poids il 
faudra placer dans le plateau pour lui faire équilibre* Soit I 
le point ou la verticale du centre de gravité de ce corps va 
percer le plan EjEjG [fig- 70). Le poids Q peut d^ abord 
être décomposé en deux forces verticales appliquées l'une 
en G, l'autre en K où la droite GI prolongée rencontre la 
droite Ej Ej : cette dernière composante se partage à son 
tour en deux autres forces parallèles appliquées aux 

Fig. 70. 
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points El , Es \ et finalement, le poids Q est remplacé par 
trois forces verticales appliquées en G, Ej , Es, qui expriment 
les pressions individuelles supportées par les trois points 
d'appui du tablier. Nous les désignerons respectivement 
par </, q'^ q" » Leurs grandeurs variant avec la position que 
le corps occupe sur le tablier, mais de manière que la 
somme y 4- ^'-4- 9" reste toujours égale à Q : on va voir 
d'ailleurs qu'il n'est pas besoin de les connaître dans la 
pratique. 

La composante q^ appliquée en G, agit évidemment sur 
le levier supérieur BC, par l'intermédiaire de la tringle,, 
comme si elle était appliquée au point A de ce levier. 

Si l'on mène la droite DEi qui rencontre en H l'axe fixe 
FiFj, on voit que la composante q' appliquée en Ei peut 
d'abord être remplacée par deux autres forces parallèles 
appliquées l'une au point D, l'autre au point H : cette der- 
nière est détruite par la résistance de l'axe, et la première 
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a pour valeur 

, HE.^ , FE 

(Autrement, on sait (75) que la force q' peut, sans que 

son effet sur le levier soit changé, être remplacée par 

une force appliquée en D et de même moment par rapport 

àVaxe de rotation,) Mais le nouveau point d'application 

peut être transporté à l'extrémité supérieure B de la tringle 

FE 
(/g'. 68) •, et là, la force ^'' ^ agit sur le levier BC comme 

le ferait ujie force verticale appliquée au point A et dont 
ie moment par rapport au point O serait le même, c'est- 
à-dire une force égale à 

, FE BO 

' FD AO 

Or, nous avons dit que les proportions de l'appareil sont 

FE AO 

telles, que =— = =— -; donc celle composante se réduit à sa 
FD BO 

valeur primitive q'. 

Ainsi, la pression q\ exercée par le poids Q sur le point 
d'appui El, produit sur le levier BC, par Tintermédiaire 
du levier inférieur et de la tringle BD, le même effet que 
si elle était directement appliquée au point A. Il en est 
évidemment de même de la composante q" appliquée au 
point £f . 

En définitive, les choses se passent comme si le poids Q 
était tout entier suspendu au point A du lévrier supérieur. 
Ceci a lieu, quelle que soit la position que le corps à peser 
occupe sur le tablier. Il faut seulement que le centre de 
gravité du corps ne tombe pas en dehors du triangle EjGEj, 
condition toujours remplie dans la pratique. 

Il résulte de là que, pour équilibrer le corps, on devra 

mettre dans le plateau un poids qui soit au poids du corps 

1 OA 

dans le rapport constant — • 
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Dans la bascule dite au dûième^ ce rapport est — . On 

n'a donc qu'à décupler la somme des poids marqués mis 
dans le plateau, pour avoir le poids cherclié. 

88. Bascule-romaine (système Béranger). — Cette bas- 
cule, très-répandue depuis quelques années dans les gares 
de chemins de fer et dans les messageries, a sur la balance 
de Quintenz plusieurs avantages, dus à un babile con- 
structeur, M. Béranger. D'abord elle évite l'emploi des poids 
marqués pour toutes les pesées qui n'excèdent pas ioo ki- 
logrammes. A cet effet, le bras OC du fléau supérieur 
reçoit plus de longueur, et est gradué de o à loo kilo- 
grammes à la manière d'une romaine (fig- 71). Le poids 
curseur V a la forme d'un boulon que le fléau traverse à 

FiR. 71. 




frottement doux, et on l'amène aisément au point conve- 
nable pour établir l'équilibre. Ce n'est que pour les corps 
dont le poids dépasse 100 kilogrammes qu'il faut recourir 
à des poids marqués, que reçoit le plateau suspendu au 
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point C. Le contre-poids R assure l'horizontalité du fléau, 
quand le curseur est au zéro de la graduation et que le 
tablier et le plateau sont à vide : ce contre-poids peut être 
légèrement rapproché ou éloigné du point O, à la manière 
d'un écrou. La bascule ne présente plusqu'u/ie tringle AG 
dite tringle de puissance; et, par une combinaison de 
leviers que nous allons expliquer, tout se passe comme si 
le poids Q du corps à peser était suspendu, réduit au 

dixième^ à cette tringle. Le rapport p-p; étant lui-même 
égal à — » les poids marqués qu'il faut mettre dans le pla- 
teau représentent seulement du poids Q. Le fléau 

ROC, au lieu d'être dirigé suivant le prolongement du 
tablier MN, comme dans la balance de Quintenz, a une 
direction perpendiculaire, ce qui réduit la longueur de 
l'appareil et le rend moins embarrassant. 

Le tablier MN repose sur quatre couteaux disposés en 
rectangle a, i, c, rf, qui appartiennent à deux leviers bi- 
furques el/, g\h [Jig* 72) dont les axes de rotation sont les 

Fig. 72. 
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droites parallèles ef^ gh. Ces leviers ne sont pas indépen- 
dants : leurs branches se réunissent Tune au-dessous de l'au- 
tre par la bride de centre I, en sorte qu'ils ne peuvent oscil- 
ler* que d'un mouvement commun. Enfin, la barre IG, fixée 
au levier el/, rattache ce levier à la tringle de puissance. 



112 ÉLÉMEJNTS DE MÉCANIQUE. 

Cela posé, le corps, placé sur le tablier, donne naissance 
à quatre pressions verticales appliquées aux points a, è, 
c, ûf, et dont la somme est égale à son poids Q. (Nous n'a- 
vons pas à discuter ici cette décomposition sur laquelle 
nous reviendrons dans la théorie du plan incliné.) Consi- 
dérons Tune de ces pressions q appliquée en a. On peut 
d'abord, sans troubler l'équilibre du levier e\f^ la rempla- 
cer par une force.y-— 5 qui serait appliquée en I (75) ; et, 

comme la même transformation convient aux trois autres 
pressions, on voit déjà qu'on peut les rassembler toutes en 
ce point central, où elles se composeront en une seule 

Q' — • Maintenant, l'action de cette résultante sur le le- 

vier e\f peut être remplacée par celle d'une force paral- 
lèle, appliquée à l'extrémité G de la barre IG, et toujours 
de même moment par rapport à l'axe e/, c'est à-dire égale à 

^ <7ff IK . , ^ ae 

^ÎË-g;' ""«"Hument Q — • 

Donc, si le rapport — est égal à — 5 le fléau supérieur AOC 

sera sollicité de haut en bas par une force — appliquée au 
point A. C'est le résultat que nous avions annoncé. 

89 Balance de Roherval modifiée (système Déranger). — Dans 
les magasins où le commerce a besoin de peser rapidement des 
objets de petites dimensions, on rencontre fréquemment une Isa- 
lance dont les plateaux sont élevés au-dessus du fléau, et dont le 
mécanisme est une heureuse combinaison de Tancienne balance de 
Roberval et de celle de Qiiintenz. 

Les Jîg. 73 et 74 en représentent Télévation et le plan. Le grand 
fléau AOB a ses bras égaux, et l'appareil présente deux parties 
parfaitement symétriques à gauche et à droite du point d'appui. 
C'est pourquoi il nous suffira de décrire Tune d'elles. 

Le plateau horizontal V, dans lequel on place le corps à peser. 
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est supporté par une tige T qui fait corps avec la lame horizon- 
tale MN. Les extrémités M et N de cette lame sont soutenues, 
Tune par la tringle MA qui est vissée en M sur la lame, et suspen- 
due par un crochet à Textrémité A du grand fléau, Tautre par la 
bride NI qui s^attache au levier IH, dit levier de transmission. Ce 

Fig. 73. 
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levier a son point d'appui en H; il est lui-même rattaché au grand 
fléau par la bride C£, dont la position est û\ée de manière que 

, IH AO . , 

•es rapports T— et -;:- soient égaux. 

hàfig, 74 représente en projection horizontale le grand fléau, 
la lame et le levier de transmission. On voit que le fléau se com- 
pose de deux branches parallèles A,0, , A2O2, symétriquement 
placées par rapport à la ligne El, suivant laquelle est dirigé le 
levier de transmission. JLa lame MN est également géminée, ce qui 
lui a fait donner le nom de/ourc/iCy et ses deux branches proje- 
tées en A,N,, AaNj, de forme arbitraire, viennent se réunir au 
point projeté en I. La traverse E.Ej relie les deux branches du 
fléau à la bride CE et par suite au levier de transmission. De même 
la traverse titj relie les deux branches de la fourche. 

8 
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Quand le fléau vient à osciller, le parallélogramme Â| 0| Â2O3 se 
meut de toutes pièces autour de Taxe O1O3, Pan de ses côtés ne 
faisant que répéter les mouvements de Tautre. Il est aisé de voir 
que durant ces oscillations la fourche s'abaisse (ou s*élève) de 
quantités égales à ses deux bouts. En effet, quand l'extrémité A du 
fléau s'abaisse par exemple d'une quantité /i, le point M s'abaisse 
d'autant; mais la bride £C descend en même temps d'une quan- 

tité ^ •TT^î et par suite la bride IN s'abaisse de la quantité 

^ EO IH 

Ainsi, la fourche demeure constamment horizontale, et il en est de 
même du plateau Y qu'elle entraîne dans son mouvement. 

Maintenant, supposons que l'on place sur le plateau un corps 
de forme quelconque, dont le poids sera désigné par Q : ce poids 
donnera naissance, comme on Ta vu, à trois pressions verticales 
9, q^^q" y appliquées aux trois points d'appui de la fourche, ou, ce 
qui revient au même, aux trois points Ai, A,, I. Les composantes 
q et q' agissent directement sur le fléau. Quant à la composante q" 
qui est dirigée suivant ia verticale NI, elle agit sur le levier IH 
comme le ferait une force parallèle appliquée au point C, et qui 
aurait même moment par rapport au point H, c'est-à-dire une 

IH 

force égale à q" •-f:^' Mais cette dernière, que Ton peut consi- 

eu 

dérer comme appliquée à l'extrémité supérieure £ de la bride qui 

lie ce levier à la traverse du grand fléau, se répartit d'abord par 

moitiés sur les points E,, E2; puis chacune de ces composantes, 

q" IH 
dont la valeur est — ----î agit sur le fléau comme le ferait une 
2 CH ° 

force appliquée à l'extrémité Ai ou A,, et qui aurait même mo- 
ment par rapport au point 0, c'est-à-dire égale à 

"2 CHÂÔ' 

Or l'appareil est construit de manière que -— = — —• Donc cha- 

CH £0 

q** 
eu ne de ces dernières composantes se réduit à — • 



DEUXIEME PARTIE. — MACHIMES SIMPLES. Il5 

£n définitive les choses se passent comme si les extrémités Ai A^ 
du grand fléau étaient sollicitées directement par les forces 



(-^)- (<-?). 



dont la somme reproduit le poids Q. Et comme ces deux groupes 
agissent par des bras de levier 0, A|, O3A2, qui sont égaux, on voit 
que la somme de leurs moments sera toujours égale à Q.OA. Ainsi» 
quelle que soit la position du corps sur le plateau V, le fléau de 
cette balance est dans les mêmes conditions que celui d'une balance 
ordinaire, à l'extrémité duquel serait suspendu le corps à peser. 
La même conclusion s'applique aux poids marqués que Ton pla- 
cera dans l'autre plateau. 

Tout le mécanisme des leviers est ordinairement renfermé dans 
une caisse rectangulaire [fig. 75) qui ne laisse voir que les deux 
plateaux et les extrémités supérieures des deux tiges T qui les sup- 
portent. 

Fig. 75. 




EXERCICES. 

I. Une barre homogène ABC, dont l'unité de longueur pèse 
A kilogrammes, et dont une extrémité A est âxe, supporte, en un 
point B de sa longueur, un poids P, tandis qu'une force verti- 
cale Q, appliquée de bas en haut à l'autre extrémité C, est destinée 
à tenir la barre en équilibre. Étant donnés a, P, Q et la distance 

8. 
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AB, on propose de délermiDer AC. — Y a-t-il un minimum pi 
rintensité de la puissance Q, et quelle est la position correspt 
dante du point C? 

II. Résoudre le problème analogue au précédent, dans leq 
on suppose le point d*appui A placé entre B et C, et les de 
forces P et Q verticales et de même sens. 
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Pbograhme. — Poulie. — Équilibregde la poulie fixe. — Équilibre de la 
poulie mobile. — j Moufles. 



90. De la poulie fixe. — La poulie dite fixe se com- 
pose d'une roue circulaire AOB, qui a la liberté de tourner 
dans son plan autour de son centre O, et dont la circonfé- 
rence est embrassée en partie par une corde ou chaîne 
flexible, tirée à ses extrémités par deux forces tangentielles 
P et Q {fig. 76 et 77). Pour assurer la mobilité de la roue 
autour du point fixe, on peut s'y prendre de deux ma- 
nières : 



Fig. 76, 



Fig. 77. 





Ou bien adapter à la région centrale de la roue un axe 
perpendiculaire à son plan, qui la traverse en faisant corps 
avec elle, et repose par ses extrémités cylindriques sur deux 
coussinets fixes de même forme, qui lui permettent de 
tourner sur lui-même ; 

Ou bien fixer l'axe à une chape, et pratiquer dans la roue 
un œil cylindrique que l'axe traverse à la manière d'un 
essieu ordinaire. 

La corde est maintenue à la circonférence de la roue au 
moyen d'une rainure ou gorge dans laquelle elle s'engage. 
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On voit que Tobstacle fixe n'est pas réellement un poir^i 
mais bien un axe de très-courtes dimensions. A ce titre, or 
pourrait n'étudier la poulie que comme un cas particulier 
<lu treuil. Cependant, comme réquili|>re de cette macliine 
an ramène très-simplement à celui du levier, il est préfé- 
rablo de la considérer directement. D'ailleurs elle présente, 
n^lalivomcnt à la mobilité de la corde qui Tembrasse, une 
t'iironstance particulière qui n'a pas lieu dans le treuil. 

01 • Condition d* équilibre de la poulie fixe* — Remar- 
quons d'abord que si l'équilibre existe, on ne le trouble 
paa en fixant le corps de la roue de manière qu'elle ne 
puisse plus tourner sur son axe. Mais alors on n'a plus 
(|u'une corde mobile tendue sur la circonférence d'un cercle 
fixe. Or, pour qu'elle ne glisse pas, il est clair que les trac- 
tions P et Q, qui agissent tangentiellement à ses deux extré- 
mités, doivent être égales (*). Ainsi, pour assurer l'équi- 
libre de la corde sur la roue supposée fixe, il faut qu'on 
ait P=Q. 

Actuellement, rendons à la roue sa mobilité. En vertu de 
l'égalité P= Q, la corde ne peut se séparer de la roue et 
fait corps avec elle. On peut donc considérer les forces P 
et Q comme appliquées, non plus à la corde, mais aux 
points A et B de la roue. Seulement, comme la corde n'est 
pas infiniment mince, et que les forces agissent suivant 
son axe, il convient de relever les points d'application A 
et B au-dessus de la surface de la gorge d'une quantité égale 
à la moitié du diamètre de la corde. La distance de cbacun 
de ces points au centre C est ce que nous conviendrons 
d'appeler le rajon de la poulie. La machine présente main- 



{*) Nous faisons ici abstraction de la résistance qu'oppose au glissement 
de la corde le JroUement de celle-ci contre la gorge de la poulie. A raison 
de ce frottement, l'équilibre peut subsister tant que la différence des deux 
forces P et Q ne dépasse pas une certaine limite, qui dépend de l'état des 
surfaces m contact. 
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tenant toutes les conditions d*un levier coudé, dont les bras 
sont les rayons OA, OB, et dont le point d'appui est O. 
Pour l'équilibre, on aura 

^ P.OA=:Q.OB. 

Or déjà P= Q-, et, dans le cercle, OA = OB. Cette équa- 
tion est donc satisfaite d'elle-même. 

Donc la condition d'équilibre, nécessaire et suffisante, 
est que la puissance soit égale à la résistance, 

92. Cas d'une poulie à gorge elliptique. — Le raisonnement 
qui précède fait pressentir que cette condition unique ne suffirait 
plus, si la roue n'était pas circulaire. Par exemple, dans le cas 
d'une poulie à goi^e elliptique, on devrait encore avoir F = Q ; 
car l'égalité des tensions extrêmes de la corde est indépendante de 
la forme du contour curviligne sur lequel elle est appliquée. Mais 
l'égalité des deux perpendiculaires OA, OB, n'aurait lieu qu'au- 
tant que la bissectrice de l'angle des tangentes AP, BQ passerait 
par le centre 0. Or ceci exige que les points A et B, où la corde 
se détache de la poulie, soient à égale distance de l'un des sommets 
de l'ellipse. 

93. Pression supportée par le centre de la poulie. — La 
pression exercée sur le centre de la poulie est, comme dans 
le levier, la résultante des deux forces égales P et Q. Elle 
est donc représentée {fig. 78) par la diagonale 01 du lo- 

Fig. 78. 



sange OEIK, dont les côtés sont parallèles et proportion- 
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mil» aux forces. Si on la désigne par R, on a 

P^OE 
R "" 6Î' 

Mais les triangles OIE, ACB sont semblftles comme ayant 
leurs côtés perpendiculaires. Donc 

OEOA 
ÔT"" âb' 
et, par suite, 

P _0A 
R"~ AB' 
Ainsi, la puissance est à la pression que supporte le 
centre de la poulie^ comme le rayon de la poulie est h 
la souS'tcndante de rare embrasse par la corde. 

TjA pression atteint son maximum quand les cordons AP, 
BQ sont parallèles, et ce maximum est double de la puis- 
sance. 

On voit que la poulie fixe n'a d'autre effet que de trans- 
mettre l'action de la force motrice à un point situé hors 
do su direction : elle ne change rien à son intensité. 

tti. De la poulie mobile. — Dans la poulie dite mo- 
bih (Jig* 79 )« un poids Q est suspendu à la chape, par un 



r 




> ^xs^^^l ^m *\^\Umi \Kmu U ^Hr^^ùon CiVtncide avec la yerli- 
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:^^le du centre O; et la corde qui embrasse la partie infé- 
7':ieure ÂB de la gorge est, d'une part, attachée à un point 
3.xe F, de Fautre, tirée par la puissance P suivant la tan- 
5^enie AP. 

Dans l'état d'équilibre, le point fixe tient lieu d'une force 
Sgale et contraire à la tension du cordon FB. Si donc on 
ironçoit que cette force, de grandeur encore inconnue, soit 
a^ppliquée suivant BF, on pourra supprimer le point fixe, 
[3t regarder le système comme entièrement libre. Cela posé, 
on voit d'abord que la corde PABF doit être, comme dans 
1 a poulie fixe, également tendue à ses deux extrémités ^ car 
l^équîlibre ne serait pas troublé si l'on venait à fixer l'axe. 
Dés lors, l'état du système est le même que si l'on avait 
trois forces P, F, Q dirigées respectiv^ement suis^ant AP, 
BF, OQ, en équilibre sur un corps solide libre. 

L'une d'elles, la force Q, devra donc être égale et opposée 
à la résultante des deux autres. Or celle-ci est dirigée sui- 
vant la bissectrice de Tangle des tangentes AP, BF5 donc la 
verticale OQ coïncidera avec cette bissectrice ou, ce qui re- 
vient au même, la sous-tendante AB de l'arc embrassé par 
la corde sera horizontale. 

De plus, si Ton prend, à partir du point de concours S 
fe deux tangentes et sur la direction de l'une d'elles, une 
longueur SD pour représenter la force P, et que Ton mène 
DI parallèle à l'autre tangente jusqu'à la rencontre de la 
verticale OQ, on aura 

P _ID_OB 
Q "" IS "~ AB' 

I^es conditions d'équilibre de la poulie mobile sont donc : 
1° Que la sous-tendante de l'arc enbrassé par la corde 

^oit horizontale; 
2° Que la puissance soit au poids suspendu à la chape ^ 

comme le rayon ^ de la poulie est à la souS'tendante de 

^'^rc embrassé par la corde. 
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Dans le cas où Tare est de 60 degrés, on a 

AB = AO et P nn Q. 

Le cas où la puissance agit avec le plus d'avantage est 
celui où les cordons AP, BF sont parallèles ; elle n'est plus 
alors que moitié du poidç qu'elle tend à faire monter 

Fig. 80. 




On rencontre très-souvent la poulie mobile combinée 
avec la poulie fixe dans les ateliers de construction où Ton 
a des matériaux d^un poids considérable à élever à de 
grandes hauteurs. Nous en donnerons un exemple plus 
loin. 

95. Moufles. — Une moufle est Tassemblage de plusieurs 
poulies, réunies dans une même chape, et ordinairement 
sur le même axe, mais libres de tourner indépendamment 
les unes des autres. On appelle palan le système de deux 
moufles qui renferment le plus souvent un même nombre 
de poulies égales {^g* 8 1) . La chape de la moufle supérieure 
est accrochée à un corps ou massif fixe. 

La moufle inférieure est mobile, et sa chape porte un 
crochet auquel on suspend le fardeau à élever. Une corde, 
tirée à l'une de ses extrémités par la puissance P {Jig. 81), 
embrasse successivement toutes les poulies en passant de 
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la moufle fixe à la moufle mobile et vice versa, et vient 
finalement s'attacher à la chape de la moufle fixe. 

Fig. 8i. 




L'équilibre général du système exige évidemment que 

chaque poulie soit séparément en équilibre; et comme c'est 

*a même corde qui les embrasse toutes^ il est clair qu'elle 

^l partout également tendue. D'ailleurs, on peut regarder 

ïes cordons comme sensiblement parallèles. 

Le poids Q est donc dans les mêmes conditions que s'il 
était soutenu par un système de forces parallèles, toutes 
égales à la puissance P, et en même nombre que les cor-* 
dons qui vont directement d'une moufle à l'autre, c'est-à- 
dire en même nombre que les poulies employées. Soit n ce 
nombre. On aura 

d'où 

n 

Dans le cas de la ^g, 8i , n =6. La puissance n'est donc 
que le sixième de la résistance à laquelle elle fait équilibre. 
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On rencontre encore, partîculièrement dans le service 
de la navigation, une autre disposition de palans que re- 
présente Idijig. 82. Les poulies sont inégales et assemblées 

Fig, 82. 
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r^ 




J 



sur des axes parallèles : un même chape porte les axes de 
chaque moufle. Du reste, la théorie précédente subsiste 
sans modification. 
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DOUZIÈME ET TREIZIÈME LEÇON. 

Proghammb. — Treuil. — Condition générale d^équilibre du treuil. — 
Relation entre la puissance et la résistance. 

96. Du treuil. — Le treuil ou tour est un corps solide 
assujetti à tourner autour d'un axe fixe. Dans ce mouve- 
ment, chaque point décrit un arc de cercle dont le plan est 
perpendiculaire à l'axe, et dont le centre est sur cet axe. 
Le corps a ordinairement la forme d'un cylindre en bois ou 
en fonte, dit arJre du treuil, terminé à ses extrémités par 
deux autres cylindres, de même axe, mais d'un diamètre 
plus petit, nommés tourillons y qui reposent sur deux cous- 
sinets fixes de même forme (fig» 83). Quand la machine 

Fig. 83. 




est en mouvement, l'arbre tournant AB est dans les mêmes 
conditions que si son axe géométrique était fixe. La résis- 
tance à vaincre est ordinairement un fardeau Q, suspendu 
à une corde qui fait plusieurs tours sur l'arbre et est atta- 
chée par un bout à sa surface. La puissance P est appliquée, 
dans un plan perpendiculaire à l'axe : soit au moyen d'une 
ou plusieurs barres CD, implantées sur le cylindre, et dont 
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Touvrier saisit rextrémité avec la main^ soit au moyen 
d'une roue faisant corps avec T arbre et garnie de poignées 
ou de chevilles 5 soit à Taide d'une manii^elle, sorte de bras 
fixé à Textrémité de Farbre et à une distance de o",35 (en- 
viron) de Taxe (Jlg. 84 et 85). 



Fig. 84. 



eE 



Fig. 85. 



a 




La roue à chevilles est très- répandue dans les environs 
de Paris, où elle sert à tirer les pierres des carrières; l'ou- 
vrier monte sur les chevilles et le poids de son corps fait 
tourner la roue. 

Quand le treuil est destiné à exercer de grandes tractions 
horizontales, comme l'exige par exemple le service des 
ports de mer, Tarbre est vertical et les barres sur lesquelles 
s'exerce l'effort des ouvriers sont horizontales. Le câble de 
traction n^est plus fixé par un bout sur la surface du cy* 
lindre. En même temps qu'il s'enroule du côté où a lieu la 
traction, il se déroule du côté de son extrémité libre qu'un 
ouvrier tient constamment tendue. La machine prend alors 
le nom de cabestan. 

Quelle que soit la forme du treuil, quand cette machine 
est bien construite, le centre de gravité du solide tournant 
doit tomber sur l'un des points de Taxe fixe; par consé- 
quent, le poids de la machine n'intervient en rien dans la 
condition d'équilibre. II n'influe que sur les pressions sup- 
portées par l'axe. 

97. Condition générale de t équilibre, — On peut tou- 
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jours réduire les forces, motrices ou résistantes, appliquées 
au treuil, à deux U, Y, dont l'une U soit appliquée à un 
point de Taxe (65). Celle-là est détruite par la résistance 
de Taxe, et l'équilibre exige que l'autre soit aussi dé- 
truite. C'est ce qui aura lieu si cette force est dans un même 
plan avec Vaxe, c'est-à-dire si elle le rencontre ou lui est 
parallèle : en effet, dans le premier cas, on peut la regarder 
comme appliquée au point de rencontre où elle est annulée 
par la résistance de l'axe \ et dans le second cas, elle tend à 
entraîner le treuil dans le sens de l'axe \ mais ce mouve- 
ment longitudinal est par hypothèse impossible. L'équi- 
libre a donc lieu. Au contraire, si la force V n'était pas 
dans un même plan avec l'axe, on pourrait la décomposer 
en deux autres {fig* 86), l'une T dirigée suivant la perpen- 
diculaire au plan XOA qui passe par l'axe XX' et par le 

Fig. 86. 




point d'application A de V, l'autre R dirigée suivant la 
projection de V sur ce plan. Cette dernière force, étant 
dans un même plan avec l'axe, serait détruite, comme on 
vient de le voir; mais la composante T aurait évidemment 
son effet pour entraîner le point A suivant la tangente au 
cercle qu'il est libre de décrire* 

Ainsi la condition générale de l'équilibre du treuil peut 
^'exprimer ainsi : 

Toutes les forces étant réduites à deux, dont F une est 
appliquée à un point de Vaxe, il faut et il suffit que Vautre 
^oit dans un même plan avec l'axe. 
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98. Expression de la condition d'équilibre par une équation. — 
On peut aller plus loin, et traduire cette condition d'équilibre par 
une équation entre les forces proposées et leurs distances à l'axe^ 

D'après ce qui précède, le moment de chacune des forces U et Y 
par rapport à l'axe est nul, dans Fétat d'équilibre. Or la somme 
des moments de ces deux forces est toujours égale (70) à la somme 
des moments des forces primitives. Donc cette dernière est nulle. 

Réciproquement, si la somme des moments de toutes les forces 
appliquées au treuil, par rapport à l'axe, est nulle, il en sera de 
même de la somme des moments des deux forces U et V. Or le 
moment de U est nul de lui-même, si l'on suppose que cette force 
passe par un point de l'axe; donc celui de Y est nul aussi, c'est- 
à-dire que celte force et Taxe sont dans un même plan. 

En définitive, pour l'équilibre du treuil, il faut et il suffit que 
la somme des moments des forces par rapport h l'axe fixe soit 
égale à zéro. 

En désignant par PTdne quelconque des forces proposées, par /? 
sa plus courte distance à l'axe, et par a son inclinaison sur cette 

droite, et adoptant la caractéristique ^ pour indiquer une somme 

de termes semblables, l'équation d'équilibre du treuil prend la 
forme 

y P/?sina m o. 

Quand toutes les forces sont situées dans des plans perpendi- 
culaires à l'axe du treuil, a = 90 degrés et sina = 1 . L'équation 
se réduit à 

2P/, = o. 

99. Relation entre la puissance et la résistance, — Re- 
prenons le cas où le treuil n'est sollicité que par deux 
forces : une puissance P agissant dans un plan perpendicu- 
laire à Taxe [fig- 87), à une distance CD=/> de cette 
droite; et une résistance Q, dirigée suivant une tangente à 
la section droite du cylindre, de rayon IN = q. 

Par l'axe et par le rayon IN qui aboutit au point d'appli- 
cation de la résistance Q, menons un plan. 
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Soit E le point où ce plan est coupé par l'arc de cercle, 
de rayon CD, que tend à décrire la puissance P. Je dis 
d'abord que cette puissance peut, sans que Téquilibre soit 
troublé, être transportée à Textréniité E du levier CE que 

Fig. 87. 




Ton supposera fixé au cylindre, pourvu qu'elle agisse tou- 
jours tangentiellement à l'arc DE. La raison de symétrie 
suffirait pour justifier cette assertion; mais, pour mettre la 
chose en évidence, appliquons au point R deux forces F, 
F' égales à P et dirigées en sens contraires suivant la tan- 
gente à l'arc. Il n'y aura rien de changé au système. Mais 
les deux forces P et P', qui concourent en O, ont une ré- 
sultante dirigée suivant la bissectrice CO, laquelle est dé- 
truite par la résistance de l'axe. Il reste donc la force P, 
qui n'est autre que la force P transportée en E. 

Maintenant les deux forces parallèles F et Q se com- 
poseront en une seule, dont le point d'application devra, 
pour l'équilibre, tomber au point H où la droite d'applica- 
tion NE rencontre l'axe fixe, et l'on aura 

PNH IN y 

Ainsi : la puissance est à la résistance comme le rayon 
du cylindre est au rayon de la circonférence que tend à 
décrire la puissance. 

Il faut ajouter que les deux forces doivent tendre à faire 
tourner en sens contraires. 

9 
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Cette démon slrati on n'exige pas que Ton conua 
théorème des moments. Mais sî Ion veut recourir à < 
nier, on a de suite l'équation 

p^ _ Q^ — o, 

ou 

comme ci -dessus. 

Bemarque, — Quand, au lieu d'une seule barre Cl 
à l'arbre du treuil, il y en a plusieurs, d'égale loi 
comme dans \^Jig. 83, et que plusieurs ouvriers les 
sent dans le même sens, en exerçant sur elles des 
égaux, l'équation 

donne 

n désignant le nombre des ouvriers \ d'où 

Q ^ n'p 

L'effort individuel, nécessaire pour assurer Téquilib 
donc réduit en proportion du nombre des ouvriers. 

100. La poulie considérée comme cas particulier du tre 
On voit que Téquilibre du treuil ne dépend nullement de 

Fig. 88. 




. , tance IG qui sépare la puissance de la résistance. Ces deux 

'J if pourraient agir dans le même plan perpendiculaire à Taxe (/ 
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sans que les conditions fussent changées. Puis, si l'on suppose 
que le rayon CN croisse jus(|u'à devenir égal à CD, le cylindre et 
la roue du treuil se confondront, et Ton retombera sur la poulie 
fixe, dans laquelle on sait que la puissance et la résistance sont 
égales. 

101. Pressions sur les appuis, — Dans Télat d'équilibre, les 
points d'appui des tourillons sur les coussinets supportent des 
pressions qu'il importe de déterminer. 

Deux points suffisent pour assurer la fixité de Taxe. C'est pour- 
quoi, bien que chaque tourillon s'appuie effectivement sur son 
coussinet, non par un point unique , mais par tous les points 
d'une petite arête de contact sur lesquels ont lieu des pressions, 
la théorie donne seulement les pressions résultantes, que Ton 
peut regarder comme supportées par deux points fixes pris à vo* 
lonté sur ces arêtes, par exemple au milieu de chacune d'elles. 
Soient donc F, F' les deux points fixes, qui sont censés supporter 
la charge provenant du poids de la machine et des forces qui lui 
sont appliquées; R|, R3 les résistances, de grandeur et de direction 
inconnues, que ces points opposent, résistances égales et contraires 
aux pressions cherchées. Si l'on introduit ces deux nouvelles forces 
dans le système, on pourra supprimer les points fixes et considérer 
Je treuil comme un corps parfaitement libre. Les six équations 
de l'équilibre (70) devront donc subsister entre les forces pri- 
mitives et les deux forces R„ R,. 

Choisissons le point F pour origine des trois axes rectangulaires, 
et la droite FF' pour l'axe Yx. Soient Xi, Y„ Z, les trois compo- 
santes de la force Ri suivant ces axes; X3, T3, Z^ les composantes 
de Ra. Les trois premières équations d'équilibre seront 

X.-f-X^-h^X^rO, 

(i) [ Y. -f-.Y,-h2Yr=o, 

z, -h z, -H y z — o. 

La force R|, passant par Torigine, ne donnera aucun moment 
par rapport aux axes. La force R,, qui rencontre Taxe Fj?, ne 

9- 
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donnera pas de niouient par rapport à cet axe; mais ses moments 
par rapport aux axes Y jr, ¥z seront — Zj^, -*- Y,//, en dési- 
gnant par// la longueur FF'. On aura donc pour les trois équa- 
tions des moments : 

2m,=o, 

(2) / ^^\y—Zjl — Oy 

'M,-hY.// = o. 



2' 



La première, qui ne renferme pas les pressions inconnues, 
établit entre les forces proposées une relation nécessaire pour 
l'équilibre. En effet, elle n*est pas autre chose que l*équation déjà 
posée (98). 

Des deux autres équations (2) on tire TaetZ,. Puis, les deux 
dernières équations (i), dans lesquelles on substitue les valeurs 
de Yj et Zj, fournissent Y, et Z,. 

Enfin la première des équations ( i) donne la somme (X1+X3); 
mais les valeurs individuelles de ces résistances longitudinales 
restent indéterminées. 

L'indétermination tient à ce que, Taxe FF' étant supposé in- 
flexible, rien n'empêche de transporter de F à F', ou vice versât 
une partie de la résistance totale estimée suivant cet axe. Cette 
force totale peut seule être déterminée; et sa valeur est égale et 
de signe contraire à la somme des forces proposées, estimées dans 
le sens de la longueur de l'axe fixe. 

Au contraire, les pressions normales à Taxe, 



V/YJ4-ZJ, v/Y^ + Z 



a> 



sont parfaitement déterminées en grandeur et en direction. 

Lorsque les forces appliquées au treuil agissent toutes dans des 
plans perpendiculaires à Taxe fixe, on a 

et, par suite, 

X, -f-Xa=::0. 
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L'axe n'éprouve plus alors aucune pression qui tende à entraîner 
le treuil dans le sens de sa longueur, ce qui était évident à priori. 

102. Pressions dans le cas où le treuil rHest sollicité que 
par deux forces. — Reprenons, en particulier, le cas où 
le treuil n'est sollicite que par deux forces, une puissance 
et une résistance agissant dans des plans perpendiculaires 
à Taxe (auxquelles il faut joindre le poids de la machine) -, 
et déterminons, sans le secours des six équations générales, 
les pressions supportées par les points d'appui. 

D'après ce qui a été dît (99), ces pressions proviennent : 
I** de la résultante (P'-hQ) des forces P' et Q, appliquée au 
point H de l'axe (se reporter à la^g'. 87); 2° de la résul- 
tante des forces égales P et P", dirigée suivant la bissec- 
trice CO, et qu'on peut regarder comme appliquée au 
point C de l'axe; 3° du poids tt du treuil, que l'on consi- 
dère comme une force verticale appliqué^ au centre de gra- 
vité G. 

Or, il résulte des triangles semblables INH, CEH, que le 
point H divise la longueur IC en deux segments proportion- 
nels à NH et HE, c'est-à-dire réciproquement proportion- 
nels aux forces Q et P'. Donc ce point H est celui qu'on 
obtiendrait pour point d'application de la résultante des 
forces Q et P', si ces forces, au lieu d'être appliquées en 
Net E, étaient transportées parallèlement à elles-mêmes 
sur Taxe en I et C. D'ailleurs, la résultante partielle appli- 
quée en C suivant CO peut être redécomposée daiis ses 
deux composantes P et P". Mais alors on a en C trois forces 
P', P" et P, qui se réduisent évidemment à la seule force P. 

En définitive, Vaxe supporte les mêmes pressions que si 
la puissance et la résistance s^ étaient simplement trans- 
portées , parallèlement à elles-mêmes, sur cette droite^ sans 
sortir de leurs plans perpendiculaires à Taxe. 

Cela établi, il ne restera plus qu'à décomposer les forces 
Pï Q, TT, considérées comme appliquées aux points C, I, G, 
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chacune en deux forces parallèles appliquées aux points 
fixes F et F'; puis à prendre la résultante des trois forces 
qui solliciteront le point F, et celle des trois forces qui 
solliciteront F'. On aura ainsi les pressions individuelles 
de ces points d'appui. 

Nous terminerons cette Leçon en passant en revue les 
principales applications du treuil. 

103. Roue à chei^illes. — Nous avons déjà cité la roue 
à chevilles comme très-employée par les carriers. 

Quand Touvrier monte sur les chevilles {fig. 89), le 

Fig. 89. 




poids P de son corps est une force verticale constante, mais 
dont le bras de levier IC varie avec la position de l'ouvrier. 
Supposons cette position telle que l'équilibre existe, c'est- 
à-dire 



IC: 



?1N. 



Si l'ouvrier monte sur les échelons dans le sens abc..., 
son bras de levier augmente, et l'équilibre est rompu. La 
roue entre donc en mouvement dans le sens indiqué par 
les flèches, c'est-à-dire en sens contraire du mouvement 
ascensionnel de l'ouvrier. Celui-ci est donc ramené vers le 
point/?; et, s'il cesse de monter, la vitesse acquise par la 



I 
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roue le fait rétrograder au-dessous de ce point. Mais alors, 
son bras de levier étant devenu moindre que IC, la résis- 
tance Q devient prépondérante, et imprime à U roue un 
mouvement contraire qui ramène l'ouvrier vers la position 
d'équilibre. Il y a donc stabilité, condition essentielle de 
sécurité pour l'ouvrier. Mais on voit que cette condition 
n'est remplie qu'autant que la région abc. . ., sur laquelle 
il se meut, reste toujours au-dessous de l'axe. 

104. Manège, — La force de l'homme n'est pas la seule 
employée dans le. treuil. On se sert aussi, comme moteur, 
du cheval, que l'on fait tirer en tournant dans un manège. 
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'extraire de la 
terre d'un puits. Imaginons un arbre cylindrique ou pris- 
matique, vertical, mobile sur son axe, et portant dans sa 
région supérieure un tambour cylindrique, auquel sont at- 
tachées deux cordes, qui font plusieurs tours horizontaux 
sur sa surface. Ces cordes passent ensuite sur deux poulies 
fixes, dites poulies de renuoi; enfin elles descendent ver- 
ticalement et sont attachées par leurs extrémités inférieures 
à deux caisses ou paniers dont l'un monte rempli de terre, 
tandis que l'autre descend à vide. (Le lecteur suppléera 
Sans peine à l'absence de figure.) Une pièce de bois hori- 
zontale, dont la longueur la plus convenable est de 12 à 
14 mètres, est fixée par son milieu à l'arbre, à une hauteur 
qui permet d'attacher un cheval à chaque extrémité. Le 
mouvement de rotation de l'arbre fait enrouler la corde 
à laquelle est suspendu le panier plein, tandis que l'autre 
corde se déroule. 

Soient P l'effort que doit exercer chaque cheval pour que 
la machine reste en équilibre, R le bras de levier à Fextré- 
îïiîté duquel il agit, Q et ^ les poids des paniers plein et 
vide, r le rayon du tambour. L'équation d'équilibre sera 
évidemment 
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Si Ton suppose 

rrzr-R et P = 45 kilogrammes, 

on aura 

Q — qz=z 540 kilogrammes. 

Ainsi ^ il suffira que chaque cheval exerce une traction 
moyenne de 45 kilogrammes pour tenir en équilibre un 
poids de (54o -+- q) kilogrammes. 

Tel serait aussi, comme on le verra plus loin, Teffort 
suffisant pour entretenir le mouv^ement uniforme de rota- 
tion de la machine, si Ion pouvait négliger les résistances 
dîtes passiv^eSy c'est-à-dire le frottement des tourillons contre 
la surface intérieure des coussinets et la roideur des cordes. 

105. Roues dentées» — On a souvent besoin dans l'in- 
dustrie de transmettre le mouvement de rotation d'un 
arbre à un autre situé à petite distance du premier. Nous 
n'avons pas ici pour objet d'exposer les divers modes de 
transmisson de mouvement. Nous nous bornerons à mon- 
trer comment les roues dentées permettent non-seulement 
d'opérer cette transmission, mais en même temps d'ac- 
croître singulièrement l'effet statique de la force motrice. 

Supposons deux arbres parallèles A, A' {fig* 90), sur 
lesquels sont montées perpendiculairement deux roues C, 

Fig. 90. 




C, dont les circonférences se touchent en a, et sont assez 
fortement pressées Tune contre l'autre. Si la roue C vient 
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sk tourner sur son axe, elle forcera par adhérence la roue C 
â tourner en sens contraire-, et deux arcs égaux am, am\ 
3f)ris sur les deux circonférences à partir du point de con- 
mact, viendront évidemment s'appliquer exactement l'un 
^ur l'autre dans tous leurs points. Si la roue C a un rayon 
<deux, trois, quatre fois plus petit que la roue C, elle fera 
^eux, trois, quatre tours pendant que Tautre n'en fera 
<]u'un. En général, les nombres de tours faits simultané- 
:anent par les deux roues seront en raison inverse de leurs 
rrayons. Si le mouvement de la roue conductrice C est uni- 
vrme^ il gardera son uniformité en se transmettant à la 
M'oue C. Seulement la vitesse de rotation sera modifiée. 
^Nous renvoyons pour l'élude plus complète de ce mouve- 
:inent à la troisième Partie de l'ouvrage : ce que nous venons 
<ie dire suffira quant à présent.) 

Mais cette transmission de mouvement par contact n'est 
assurée qu'autant que la roue C n'oppose pas une trop 
grande résistance au mouvement. Autrement, l'adhérence 
:aie suffit plus, pt Ton est exposé à voir la roue conductrice 
«oumer seule en glissant sur C 

Pour rendre, en quelque sorte, obligée la communica- 
tion du mouvement, on pratique à la circonférence de 
€;haque roue des saillies ou dents et des creux alternatifs, 
«gaiement espacés^ et l'on fait en sorte que les dents de 
l'une s'engagent successivement dans les creux de l'autre 
(/g:. 91). De cette manière, la roue C ne pourra tourner 
sans entraîner la roue C, à moins toutefois que les dents 
^e se déforment ou ne se brisent. On donne à ce système le 
»oin de roues dentées ou d'engrenage. 

L'espace occupé par une dent et par le creux adjacent 
s'appelle le pas de l'engrenage : cet espace est le même 
sur le contour de chaque roue, en sorte que les nombres 
des dents sont proportionnels aux circonférences (ou aux 
rayons) des deux roues. La condition essentielle à laquelle 
ie tracé d'un engrenage doit satisfaire, c'est que la trans- 
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mission du mouvement ait lieu d'une roue dentée à Tantr^^ , 
exactement comme dans le cas des deux roues en contact t 

Fig. 91. 




de ]sL fig. 90. Mais ce n'est pas ici le lieu d'entrer dans le 
détail du tracé des engrenages, et nous devons nous borner 
à ces simples notions. 

Dans la Jig, 91 la grande roue est évidée; l'autre, qui est 
beaucoup plus petite, est pleine et prend le nom de pignon. 
Le rayon du pignon est rarement plus petit que le cin- 
quième de celui de la roue. Ce pignon est mis en mouve- 
ment par une manivelle D {fig* 9a). On appelle ainsi une 
tige longue de o"*,4o environ, montée perpendiculairement 
sur l'axe de rotation, et armée d'une poignée que saisit la 
main de l'ouvrier. 

Désignons par p l'effort qu'il doit exercer pour faire 
équilibre au poids Q suspendu au cylindre A': par retr' 
les rayons du pignon C et du cylindre A' 5 par R et R' les 
rayons de la manivelle et de la roue C. 

Dans l'état d'équilibre, la dent du pignon C exerce, sur 
le point de la dent de la roue C où a lieu le contact, une 
certaine pression F, qui joue le rôle de puissance par rap- 
])Ort au treuil A'C: elle est dirigée suivant la tangente 
rommune aux deux circonfenMiccs de rayon r et R'. Mais 
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la roue C réagît sur le pignon C avec une force égale et 
eontraire, qui joue le rôle de résistance par rapport au 

Fig. 9'2. 




Ireuil AC. Or il est évident que chaque roue doit être sé- 
parément en équilibre, tant en vertu de la force qui lui est 
immédiatement appliquée qu^en vertu de la pression ou 
réaction qu'elle éprouve de la part de l'autre. On a donc (99) 

PRz=:Fr et Qr' = FR'; 

et divisant membre à membre pour éliminer l'auxiliaire F, 
il vient 

P rr' 

Ainsi la puissance est à la résistance comme le produit 
des rajons du pignon et du cylindre est au produit des 
rayons de la maniv^elle et de la roue. 

On pourra remplacer le rapport des rayons du pignon et 
de la roue dentée par celui des nombres de dents que por- 
tent ces deux roues. 

Supposons, par exemple, que la roue dentée ait dix fois 
plus de dénis que le pignon, et que le rayon de la mani- 
velle soit cinq fois plus grand que celui du cylindre-, on 
aura 



5o 
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Ainsi un poids de 5oo kilogrammes n'exige pour ôlre tenu 
en équilibre qu'un effort de lo kilogrammes appliqué à la 
manivelle. 

Il est clair que la relation précédente n'est pas limitée 
au cas de deux treuils réagissant l'un sur l'autre. Par 
exemple, au lieu d'appliquer immédiatement la résistance 
au cylindre A', si Ton imagine que ce cylindre soit rem- 
placé par un pignon denté dont les dents engrènent avec 
celles de la roue d'un troisième treuil, et que le poids Q 
soit suspendu au cylindre de ce dernier, on trouvera que 
la puissance est à la résistance comme le produit des 
rajons des pignons et du cylindre est au produit des 
rayons de la maniv^elle et des deux roues, 

106. Cric. — Le lecteur peut encore s'exercer à appli- 
quer la théorie des roues dentées à l'équilibre du cric re- 
présenté par la fig, pS. Le cric, réduit à ses éléments essen- 
tiels, se compose d'une barre rectiligne dentée d'un côté AK, 




dite crémaillère y qui engrène avec un pignon C, muni 
d'une manivelle D. On emploie cette machine à soulever 
d'une petite quantité des corps dont le poids est très-consi- 
dérable, tels qu'une voiture chargée. A cet effet on engage 
au-dessous du corps à soulever, soit la tête de la crémaillère, 
soit une pièce latérale inférieure qui fait corps avec elle. 
Puis on fait tourner la manivelle, qui force la crémaillère^ 
à monter. 
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Pour accroitre Teliet du crîc, on fait souvent agir le 
pignon C, non directement sur la crémaillère, mais sur 
une roue dentée qui engrène avec lui ^ et sur Taxe de cette 
roue est monté un second pignon, engrenant avec la cré- 
maillère. Il est aisé de voir que, dans Téiat d'équilibre, la 
puissance est à la résistance comme le produit des rayons 
des pignons est au produit du rayon de la roue par celui 
de la manii^elle. 

Un appareil particulier, nommé encliquetage, est des- 
tiné à faire que l'ouvrier puisse à volonté suspendre TefiFort 
qu'il exerce sur la manivelle du cric, sans craindre que le 
corps soulevé ne retombe. 

L'encliquetage se compose d'un doigt, petit levier curvi- 
ligne très-mobile autour d'un point fixe sur le corps du 
cric, et qui peut s engager entre les dents d'une roue exté- 
rieure faisant corps avec la manivelle. Quand le doigt est 
dans cette position, il présente sa concavité aux dents, et 
ne s'oppose pas à ce que la roue tourne dans le sens ordi- 
naire, de gauche à droite. En effet chaque dent vient passer, 
à frottement doux, sous le doigt en le soulevant; puis 
celui-ci retombe, en vertu de son poids, dans le creux qui 
sépare cette dent de la suivante. Mais le doigt s'oppose à 
Ce que la roue tourne en sens contraire, parce qu'alors il 
s'arc-boute contre la dent. 

Il est cependant nécessaire que la rotation de droite à 
gauche redevienne possible, quand on veut faire rentrer la 
crémaillère dans le corps du cric. Pour cela, il suflSt de 
ï'etourner le doigt autour du point fixe, de manière à l'ados- 
ser aux dents. 

107. Treuil différentiel. — L'arbre de ce treuil se com- 
pose de deux cylindres de même axe, mais de rayons diffé- 
ï*euts : une corde qui embrasse la gorge d'une poulie 
^nobile s'enroule sur le gros cylindre, tandis qu'elle se 
déroule sur le petit {fig. 94). Le poids Q que l'on veut éle- 



> 



14^ ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE. 

ver est suspendu à la chape de la poulie, et la puissance P 
est appliquée à une ou à deux manivelles que portent les 

PJB- 94- 




extrémités de l'arbre. D'après la théorie de la poulie mo- 
bile, les deux brins verticaux de la corde exercent sur les 
cylindres, dans l'état d'équilibre, des eflforts égaux à la 
moitié du poids Q-, et ces efforts tendent à faire tourner 
l'arbre en sens contraires. Donc, si Ton désigne par R et r 
les rayons des cylindres, et par p le rayon de la manivelle, 
on aura l'équation 

Q 



P/.:=^(R-r); 



d'où 



P 
Q 



R — r 



Ainsi, la puissance est à la résistance comme la différence 
des rayons des cylindres est au double du rayon de la ma- 
nivelle. Plus la différence des rayons des cylindres sera pe- 
tite, toutes choses égales d'ailleurs, plus la puissance aura 
d'avantage. Or, cette différence peut être diminuée à volonté, 
tout en maintenant à l'arbre une épaisseur suffisante pour 
assurer la solidité de la machine. Dans le treuil ordinaire, 
on ne pouvait tenir en équilibre une très-grande résistance, 
à l'aide d'une petite puissance, qu'à la condition ou de ré- 
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ànire le cylindre à un trop faible diamètre, ou d^atxi'oiHHî 
uéinesu rément la longueur du bras de levier de la puis- 
sance. On voit l'avantage que présente à cet éganl le treuil 
différentiel. 

i08. Chèi^re. — Grue, — La chèvre, dans sa construc- 
tion la plus simple, est représentée Jig, gS. Elle offre une 
combinaison du treuil et de la poulie, très-employée dans 

Fîç. 95. 




les ateliers de awsiruclion. Deux montants en bois AK^ 
d'égale longneor, réunis l'un à lauirc par des travi$rs«f*^ 
prennent leur appni snr le sol en A A, et sont maintien n# 
dans une positîoD plus on moins ïtuAïuéa ^r dâfk lisulMin* 
qu'on altaijie à des points fixes voisins. Os inonUnU sup- 
portent une poolie fixe D et un treuil T, l>e <^/r{#s |^*i»nt« 
Q, que Ton veta élever, est %aêyé^u k l'ér%iré$uil4 à'ufm 
corde "werûc^le qui vient paner stti la ytmïUt, f«^è«^#^ h 
fait ^nsiears tours sut le «.-ylii^die Au Uémit k U §misuiz 
duquel die tal ûm^Uttmmt «itw;bée. Il est éhi» q«M^ lu rédft-- 
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lion entre la puissance et la résistance, dans cette machine 
en équilibre, ne diflëre pas de celle qui a été établie pour 
le treuil ordinaire (99); car la corde qui passe sur la 
poulie D a, dans toute sa longueur, une tension précisé- 
ment égale au poids Q. Mais on accroîtra l'effet de la puis- 
sance en faisant agir la manivelle sur le treuil par Tinier- 
médiaire d'un système de roues dentées analogue à celui de 
Idijig, 92. On pourra encore faire intervenir la pouliemo- 
bile en suspendant le fardeau, non plus directement à la 
corde, mais à la chape d'une poulie sous la gorge de la- 
quelle on fera passer la corde qui remontera pour s'attacher 
à un point fixe. 

Une autre machine, qui présente également une combi- 
naison de treuils et de poulies propre à l'élévation des far- 
deaux, est la grue. Ce qui la distingué surtout de la chèvre^ 
c'est qu'après avoir élevé le poids a une hauteur conve- 
nable, elle permet de lui imprimer un mouvement horizon- 
tal de rotation, avantage précieux quand il s'agit, par 
exemple, de charger ou de décharger un navire. A cet 
effet, tout le système des montants qui porte treuils et 
poulies, au lieu de reposer directement sur le sol, est établi 
sur une pièce verticale en fonte, de forme cylindrique, qui 
pénètre dans un massif en maçonnerie et conserve la li- 
berté de tourner sur elle-même. 

Les constructeurs en maçonnerie se servent encore, pour 
élever leurs matériaux, d'une espèce de chèifre, dont le 
montant est un mat en forme de T, maintenu verticalement 
par des haubans . 

Le lecteur suppléera aisément à la figure. 

Une corde enroulée sur le cylindre d'un treuil à engre- 
nages, solidement fixé au sol, s'élève verticalement, passe 
sur les deux poulies de renvoi que supporte la traverse su- 
périeure du mât, redescend pour embrasser une poulie 
mobile E à la chape de laquelle est suspendu le fardeau à 
élever, enfin remonte pour s'attacher à la traverse. La ma- 
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nivelle du treuil est double, afin que deux ouvriers puis- 
sent agir ensemble aux deux extrémités de Taxe. 
Supposons qu'il y ait équilibre, et soient : 
P l'effort exercé par chaque ouvrier employé à la mani- 
velle 5 
Q le poids du fardeau: 
T la tension de la corde, qui est la même dans toute sa 

longueur^ 
F la pression exercée par la dent du pignon qui engrène 

avec la roue ^ 
r, r' les rayons du pignon et du cylindre du treuil ; 
B., R' les rayons de la manivelle et de la roue. 
L'équilibre de chaque partie du système donne les équa- 
tions 

2PR = Fr. 
FR' = Tr', 

d'où| en multipliant membre à membrci 

Si la roue a dix fois plus de dents que le pignon, et que le 
rayon de la manivelle soit cinq fois celui du cylindre, un 
effort de lo kilogrammes exercé par chaque ouvrier suffira 
pour tenir en équilibre un poids de 2000 kilogrammes. 



10 



\ 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

o 

Programme. — Plan incliné. — Équilibre d'un corps placé sur un plan 
incliné. 

109. Corps ^appuyant contre un plan inébranlable 
par un seul point, — Considérons un corps sollicite par 
diverses forces P, P', P'' en équilibre, et s'appuyant par un 
seul point A contre un plan inébranlable MN, le long du- 
quel il a la liberté de glisser en tous sens [fig* 96). Le 
plan oppose, au point A du corps, une résistance de direc- 
tion contraire au mouvement que prendrait ce point si le 

Fig. 96. 




plan cessait tout à coup d'exister. Nous ne connaissons à 
priori ni la grandeur ni la direction de cette résistance : 
désignons-la par R, et concevons qu'on l'applique au 
point A. Comme elle représente l'effet du plan, on pourra 
supprimer celui-ci et regarder le corps comme entièrement 
libre. Donc toutes les forces primitives devront avoir une 
résultante égale et contraire à R. Ce raisonnement ne dif- 
fère pas de celui que nous avions déjà fait dans le levier. 
Ainsi, il est établi que pour qu'un corps s' appuyant 
contre un plan inébranlable par un seul point soit en 
équilibre, toutes les forces appliquées doivent avoir une 
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résultante unique passant par ce point. Mais cette condition 
ne suffit pas. Il s^agi t maintenant de savoir quelle devra être 
la direction de cette résultante. 

Si elle est normale au plan, l'équilibre aura évidemment 
lieu ; car, toutes les directions suivant lesquelles le point A 
peut se mouvoir dans le plan faisant un même angle droit 
avec la direction de la résultante, il n'y a pas de raison 
pour que le mouvement naisse d'un côté plutôt que d'un 
autre. Cette résultante normale, détruite par la résistance 
du plan, exprime la pression exercée par les forces sur le 
plan. 

Au contraire, si la résultante est oblique au plan, on 
pourra la décomposer en deux forces, l'une normale, l'autre 
située dans le plan. La première sera détruite, comme on 
vient de le voir; mais la seconde aura pour effet de faire 
glisser le corps sur le plan, à moins que la surface de ce- 
lui-ci n'oppose au glissement une résistance suffisante. 

L'expérience montre que cette résistance existe et ne 
peut être complètement supprimée. On la nomme force de 
frottement: il convient de donner dès maintenant quelques 
explications à cet égard. 

110. Premières notions sur le frottement. — Toutes les 
fois que deux corps solides en contact sont pressés plus 
ou moins fortement l'un contre l'autre, et que, l'un d'eux 
étant maintenu fixe, on cherche à faire glisser l'autre au 
moyen d'une force appliquée dans le plan tangent com- 
mun, le mouvement ne commence qu'autant que celte force 
dépasse une certaine limite. Il y a donc une résistance lan- 
gentielle à vaincre. Ce frottement est surtout dû aux sail- 
lies et cavités que les surfaces des corps, même les mieux 
polis, présentent toujours, et qui engrènent en quelque 
sorte les unes dans les autres. De plus, il s'opère dans la 
région du contact un refoulement des molécules, d*où ré- 
sulte une sorte de bourrelet sur lequel le mobile doit s'é- 

lO. 
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lever en glissant. Mais on observe que la résistance au 
glissement est d'autant plus faible, que les surfaces en con- 
tact sont mieux polies et moins susceptibles de se déformer. 
On peut donc concevoir des surfaces douées d'un poli par- 
fait, pour lesquelles le frottement n'existerait plus. C'est 
dans cette hypothèse que nous allons d'abord raisonner. 
Toutefois il ne faudra pas perdre de vue que ce cas idéal 
n'est jamais complètement réalisé dans la nature. 

1 H . Condition d'équilibre dans le cas d^un poli par^ 
fait. — Revenons à l'équilibre d'un corps appuyé contre un 
plan par un seul point. Dans Fhypothèse d'un poli parfait, 
le plan ne pourra détruire qu'une force qui lui soit nor- 
male*, par conséquent, la condition nécessaire et suffisante 
d'équilibre sera que toutes les forces appliquées au corps 
aient une résultante unique, normale au plan et passant 
par le point de contact. 

Telle sera aussi la condition générale d'équilibre d'un 
levier qui ne fait que poser sur l'appui fixe. On peut en 
efVet remplacer la surface de contact par le plan tangent au 
point d'appui, et le raisonnement précédent subsiste sans 
modification. 

112. Equilibre d'un corps qui s^ appuie par plusieurs 
points contre un plan inébranlable. — En chacun des 

Fig- 97- 




points d'appui A, B, C, D, E [fg\ 97), lé plan oppose une 
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résistance qui est dirigée suivant la normale. En effet ^ pour 
rentrer dans le cas précédent, il suflSt de concevoir que le 
plan ne subsiste plus que dans la région du point A, et 
qu'il soit enlevé dans tous les autres points B, C, D,E, pour 
être remplacé par des forces égales aux résistances de gran- 
deur et de direction inconnues que le plan opposait en ces 
points. D'après ce qui précède, le système de toutes les 
forces qui agissent sur le corps (y compris ces dernières) 
aura une résultante unique passant par le point A et nor- 
male au plan. Or cette résultante est égale et contraire à la 
résistance qui a lieu eu A ; donc celle-ci est normale. Ce 
que nous venons de dire du point A s'applique à chacun 
des autres points d'appui. 

Maintenant, toutes ces résistances parallèles et de même 
sens se composeront en une seule force R, dont la direc- 
tion tombera nécessairement dans Vintéi^ur du polygone 
coni^exe ABCD, que l'on peut toujours former avec les 
points d'appui (sauf à laisser à l'/nfcr/eiir du polygone un 
ou plusieurs points d'appui, tels que E, qui donneraient 
lieu à des angles rentrants). Or le corps est dans les mêmes 
conditions statiques que s'il était libre et soumis à l'action 
combinée de la force Ret des forces appliquées P, P', P',. .. . 
Donc, lorsqu'un corps solide s'appuie contre un plan iné- 
branlable par plusieurs points ^ il faut et il suj/it, pour 
r équilibre, que les forces appliquées aient une lé suit an ta 
unique, normale au plan, et dont la direction passe dans 
l'intérieur du polygone conv^exe formé par les points 
d'appui, 

113. Corps pesant qui repose sur un plan horizontal , 
— Si le corps n'est soumis qu'à l'action de la pesanteur, il 
faudra, pour l'équilibre, que la verticale abaissée de son 
centre de gravité rencontre le plan dans l'intérieur O de la 
figure convexe formée par les points d'appui (fig> c)8). Ces 
points peuvent d'ailleurs être en nombre infini, auquel cas 
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le corps touche le plan dans toute Tétendue d'une face 
plane AmB. 



Fig. 98. 




F»g- 99- 




Mais quand le point O, où la verticale du centre de gra- 
vite perce la face d'appui, tombera en dehors de cette face, 
comme dans la fig. 99, l'équilibre ne pourra exister. Le 
coT^sferala bascule^ en tournant autour du côté AB le 
plus voisin du point O, lequel fera fonction d'axe de ro- 
tation. 

Dans ce cas, pour retenir le corps en équilibre^ il faudrait lui 
appliquer une certaine force Q telle, que son moment Q^ par 
rapport à Taxe AB fût égal et de signe contraire au moment P.OI 
du poids du corps. 

Le même produit PXOT mesurerait, dans le cas de \difig. loo, 
le moment qu'une force étrangère devrait produire pour renverser 
le corps autour du côté AB. Ce produit varie évidemment avec 

Fig. 100. 




le côlé que l'on suppose devenir axe de rotation. Pris dans sa va- 
leur minimum, on l'appelle moment de stabilité liu corps. 
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114. Équilibre d'un corps pesant qui s^ appuie sur un 
plan incliné» — Considérons un corps pesant, de figure 
quelconque, qui s'appuie par une de ses faces sur un plan 
ABC, incliné à Thorizon (fig. loi). Il est d'abord évideA 
que si ce corps est abandonné à Faction de la pesanteur, il 

FIg. 101. 




ne restera pas en équilibre ; car son poids P est une force 
'Verticale, qui ne satisfait pas à la condition d^ètre normale 
au plan d'appui. On peut décomposer cette force en deux, 
l'une normale au plan qui est détruite par sa résistance, 
l^autre parallèle au plan, qui aura tout son effet pour faire 
glisser le corps (abstraction faite du frottement). 

Soit I l'inclinaison du plan ABC sur l'horizon : le corps 
glissera en vertu de la composante Psin/. On a donné 
à cette composante le nom de pesanteur relative. Elle 
peut être réduite à volonté en diminuant l'angle i. L'autre 
composante Pcosi mesure la pression normale supportée 
par le plan. 

115. Influence du frottement, — Moyen de le mesurer à V in- 
stant où le mouvement commence, — Si le glissement d'un corps 
pesant posé sur un plan incliné n'a pas toujours lieu, c'est que 
le frottement n*est jamais complètement négligeable. Il en résulte 
une force qui peut dans certains cas retenir le corps sur le plan. 

Supposons que le plan ABC soit mobile autour de AB comme 
charnière, en sorte qu'on puisse lui donner graduellement toutes 
les inclinaisons sur l'horizon. 
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L'expérience montre d'abord que quand rinclinaîson i est très* 
voisine de zéro, le corps ne glisse pas : c'est que la force de frot- 
tement l'emporte alors sur la composante Psini. Puis, si l'ineli- 
«fison va croissant, il arrive un instant où le glissement contmenoK 
ésignons par 'k cet angle limite. Le frottement est' alors exacte- 
ment égal à la composante Psin>. Si donc on désigne par / le 
rapport du frottement à la pression Pcos^, on aura 

/Pcos> = Psin^, 
d'où 

f=z tang>. 

Cet angle > a reçu le nom d'angle de frottement. Il dépend de la 
nature et du poli des surfaces en contact. Si l'observation per- 
mettait de le mesurer exactement, on en conclurait le coefficient/^ 
et la force de frottement serait déterminée. Mais on prévoit que 
les secousses inévitables qu'éprouve le plan incliné quand on l'é- 
lève ou quand on l'abaisse, et qui se communiquent au mobile, 
doivent solliciter celui-ci à glisser un peu trop tôt. Les valeurs 
du coefficient /seront donc trop faibles. Ces expériences ant été 
faites par Parent; mais c'est au physicien Amontons (1699) ^"® 
l'on doit les premières notions exactes qu'on ait eues sur le frot- 
tement. Il a reconnu, sinon établi, deux lois importantes : 

1^ La force de frottement est indépendante de l'étendue des 
surfaces en contact ; 

2® Cette force est proportionnelle à la pression que supporte 
la surface frottante. 

Sans entrer dans le détail des procédés d'Amontons, nous nous 
bornerons à indiquer comment le plan à inclinaison variable per- 
mettrait de constater ces deux lois. Supposons que le corps pesant 
soit un polyèdre à faces d'étendue inégale, mais d'un égal degré 
de poli, et qu'on les prenne tour à tour pour faces de contact. Si 
la première loi est vraie, le corps devra toujours commencer à 
glisser sous le même angle \, 

Puis, si l'on vient à surcharger le corps de divers poids (sans 
aller jusqu'à la déformation des surfaces), l'angle > demeurera éga- 
lement invariable, ce qui mettra en évidence la deuxième loi. 

116. Équilibre d *un corps pressé contre un plan par une force 
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oblique^ en ayant égard au frottement» — Un corps pressé conlre 
un plan par une force P, oblique à ce plan, pourra néanmoins 
rgto en équilibre, tant que l'obliquité ne sera pas trop grande. £n 
^i^ soit A le point où cette force rencontre la face de contacta 
[fig, 102), et 9 l'angle qu'elle fait avec la normale; cette force se 




décompose en deux, l'une Pcosô qui est la pression normale dé- 
truite par la résistance du plan, l'autre PsinO qui tend à entraî- 
ner le corps le long du plan. Mais celle-ci est combattue par la 
force de frottement dont l'expression est/Pcosô, /désignant le 
coefficient du frottement relatif aux surfaces en contact. Pour que 
le glissement n'ait pas lieu, il faut et il suffit que Ton ait 

/Pços9> PsinO, d'où tang0</, 

% vu que/=: tang>, 

Ainsi, pourvu que l'angle 0, que fait la force avec la normale, ne 
dépasse pas l'angle de frottement, l'équilibre subsistera. 

Nous compléterons, dans la Dynamique, l'exposition des lois 
^^périmentales du frottement. 

117. Relation entre le poids d'un corps qui s^ appuie 
contre un plan incliné et la puissance qui le maintient en 
équilibre. — * Revenons au cas d'un poli parfait, et suppo- 
sons qu'une puissance Q soit appliquée au corps pesant de 
^^fiS' i«iî pour le maintenir en équilibre. 

Les deux forces P et Q devront avoir (112) une résul- 
tante normale au plan, et qui passe dans TintcTieur du po- 
lygone de contact. La force Q devra donc eue dans un 



l54 ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE. 

même plan avec la verticale qui passe par le centre de gra- 
vité du corps (68) ; de plus, ce plan QGP renfermera la 
normale ON. Il sera donc à la fois perpendicnlaire an Ai 
horizontal ABM et au plan incliné ABC, et, par suiflpi 
les coupera suivant deux droites DH, DE, qui compren- 
dront entre elles Tinclinaison i du plan ABC sur rhorizon. 
La figure pourra désormais être réduite à cette coupe ver- 
ticale {fig* io3). 

Fig. io3. 




Cherchons maintenant la relation qui doit exister entre 
la puissance Q et le poids P pour qu'il y ait équilibre. Dé- 
composons ces forces, à leur point de concours O, chacune 
en deux autres dirigées suivant la normale NN' et la paral- 
lèle XX' au plan incliné. Puisque la résultante doit être 
normale à ce plan, il faudra que les composantes suivant 
XX' se détruisent, tandis que les composantes suivant NI? 
s'ajouteront algébriquement pour donner la pressionnor- 
maie. Soit l'angle de la puissance Q avec OX. L'équa- 
tion d'équilibre sera 



(0 



Psin/=r QcosÔ, 



et la pression normale sera 

N znPcosJ— Qsinô. 
Avant d'aller plus loin, il faut remarquer que la figure 
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suppose que la puissance Q lire au-dessNS de OX. Sî elle 
a^3§ait au-dessous, dans la direction symëlrîque ,OQ', et 
j^on continuât d'appeler l'angle Q'OX, réqualion (i) 
Brait pas changée 5 mais la pression normale serait 
exprimée par (Pcos/ -h Qsin0), ce qui reviendrait à chan- 
ger, dans l'expression précédente de N, 6 en — 0. Donc, 
pour comprendre dans les mêmes formules la solution com- 
plète de la question qui nous occupe, il suffira de regarder 
Tangle 6 comme positif au-dessus de OX, et comme négatif 
au-dessous. 

Si la puissance Q est donnée en grandeur seulement, 
lequation (1) fera connaître Tangle sous lequel cette force 
doit agir. A la valeur 

Psin/ 

répondront deux angles -4- a, — a, également admisnibh^H*, 
^n sorte que la même puissance pourra tenir le corpx tin 
équilibre, en agissant sous deux directions synuUritjuas 
par rapport à la parallèle au plan incliné. 

Toutefois, comme un cosinus ne peut dépasser Tunité, il 
faudra que Ton ait 

(2) Q>P$iD/ 

(le signe ^ n'excluant pas Tégalité); ofeftt'àwlir^ (put Im 
puissance devra être supérieure ou an moini /tgali; k l« //^« 
santeur relcuive le long do plan, clio»€; évidmu; // priori, 
De plus, le corps devant être constammirnl appu^d ronlrn 
le plan, la pression normale N devra /;tr#? poêilii^n, iut miriP 
que l'on aura 

(3) Pcosî — Qmo^^o, 

Cette condition est satisf^iusr d*eïUt^ ttUitmi quAi^t U 
puissance agit au^desj^ujf de Ox 4ftu% h d'tr^uihtu 0(J\ 
puisque alors le premier murttthte df, VUt/f/^^lU^ ('/tj dé* 
vient une somme zfiihméû^m^, M»U il 11 Vu t^H pfn^ été* 
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même pour la direction symétrique OQ. Si Ton rapproche 
Féquation (i) de rinégalité (3), et quW élimine eoire 

elles le rapport -> il vient jSj • 

cos(/ -f-0)>o, 
d'où 

f -h ô < - ou <; — I. 

2 2 

Or l'angle ( / 1 n'est autre que ZOX (OZ étant le pro- 
longement de la verticale GP). Ainsi, quand la puissance 
agit au-dessus du plan incliné, sa direction ne peut s'écar- 
ter de la parallèle OX au delà de la verticale OZ. A cette 
limite, on a 

cosô = sin/, 

et, par suite, 

Q-P; 

le corps ne fait que toucher le plan incliné, sans le presser. 
Celte valeur de Q est la plus grande que puisse avoir la 
puissance, en tant qu^on demande qu'elle agisse indilTé- 
remment sous deux directions OQ, OQ'. 
Si l'on suppose 

Q>P, 

la puissance ne pourra tenir le corps en équilibre sur le 
plan qu'autant qu'elle sera dirigée au-^dessous de la paral- 
lèle OX 5 car, dans l'autre direclioH, elle soulèverait le corps 
au-dessus du plan. 

La valeur P n'est donc pour la puissance Q qu'un maxi- 
mum relatif. Il n'y a pas de maximum absolu. A mesure 
que l'angle Q croît eu s'approcliant de 90 degrés, la valeur 
de Q qui convient à l'équilibre, 

Psin/ 

^ "" cosO ' 
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va en croissant jusqu'à Finfiiif. Ce résultat se conçoit bien 

du moment qu'on fait abstraction du frottement : car une 

for^ normale au plan, si grande qu'on la suppose, ne 

satmiit empêcher le corps de glisser le long du plan. 

Pour donner à ces résultats un énoncé géométrique, on 

limite ordinairement l'oblique DE et l'horizontale DH par 

une verticale quelconque EH^ et, dans le triangle rectangle 

que forment ces lignes, ^hypoténuse DE prend le nom de 

longueur du plan incliné, le côté DH celui de base et le 

EH 
côté EH celui de hauteur. Or, siui = -— -: ainsi, 

' DE' ' 

Quand la puissance est parallèle au plan incliné^ elle 
est au poids du corps qu'elle tient en équilibre comme la 
hauteur du plan est à sa longueur. 

Ce cas est celui où la puissance a le plus d'avantage. Il 
trouve son application quand on veut faire descendre dou- 
cement un corps lourd, un tonneau de vin par exemple, le 
long d'une rampe. Deux ouvriers engagent sous le tonneau 
deux cordes qui sont attachées par un bout au haut de la 
^ampe, et dont ils tiennent l'autre bout dans les mains. De 
cette manière, le tonneau est retenu par quatre cordons pa- 
rallèles à la rampe; et il suffit, pour l'équilibre, que l'ef- 
fort moyen exercé par chaque ouvrier soit le quart du 
rapport de la hauteur de la rampe à sa longueur. 

Quand la puissance est horizontale, on a 

EH 
e=:i et Q = Ptansi = P._. 

Ainsi, la puissance horizontale est au poids comme la 
hauteur du plan est à sa base. 

11 ne faut pas perdre de vue que ces résultats sont plus 
ou moins modifiés par le frottement. Par exemple, quand 
on a égard à cette force, la théorie apprend que ce n'est 
plus en agissant parallèlement au plan incliné que la puis- 
sance a le plus d'avantage, mais bien en faisant avec le plan 
un angle égal à V angle de frottement (115). 
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118. pians inclinés adossés* — Considérons deux corps pe- 
sants P, Q appuyés sur deux plans de même hauteur BD (fig. io4}j 
mais de longueurs différentes^ et liés entre eux par une corde qui 
passe sur une poulie de renvoi placée au sommet commun BLOn 




suppose que les deux parties de la corde sont parallèles aux plans. 
Si Ton désigne par T leur tension commune dans l'étal d'équilibre, 
par / et r les inclinaisons des deux plans, on aura 

T=:Psin/ = Qsinr, 
d'où 

P _ sinr_ BC 
Q ^ sïn7 ~" ÂB* 

Ainsi, les deux poids devront être proportionnels aux longueurs des 
deux plans sur lesquels ils reposent. 

119. Corps pesant s' appuyant sur deux plans inclines, — Pour 
qu'un corps pesant puisse demeurer en équilibre entre deux plans, 
il résulte de ce qui précède que son poids doit pouvoir se décom- 
poser en deux forces dirigées normalement vers ces plans, et qui 
rencontrent chacun d'eux dans l'intérieur du polygone convexe 
formé par les points d'appui. Ces forces seront les pressions dé- 
truites par la résistance des plans. 

Supposons que le corps n'ait qu'un point de contact avec chaque 
plan. Les deux normales AX, BY [fig. io5) devront être dans un 
même plan avec la verticale GP qui passe par le centre de gravité 
du corps; et de plus, elles se rencontreront en un point O de cette 
verticale. Le plan AOB sera donc à la fois vertical et perpendicu- 
laire aux deux plans donnés. Par conséquent, l'intersection de 
ces deux plans sera horizontale. 
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Pour aller plus loin et déterminer la position d'équilibre du 
crorpSy il faudrait en particulariser la forme {voir les Exercices). 

Fig. io5. 




120. Pressions supportées par les points d'appui sur 
le plan, — Dans le cas dW seul point d'appui, on a déjà 
vu (109) que la pression supportée par ce point est égale à 
la résultante des forces appliquées. 

S'il y a deux points d'appui A, B (Jigi 106), on n'a qu'à 
décomposer la résultante normale R (qui doit rencontrer 

Fig. 106. 




l^pian en un point I de AB) en deux forces parallèles p^ 
^'appliquées aux points A et B. Ces forces expriment les 
I)ressions individuelles cherchées. Si l'on représente la ré- 
sultante R par la droite AB, les pressions sont représen- 
tées respectiyeHient par les longueurs BI et AI (31)* 

S'il y a trois points d'appui A, B, G non en ligne droite, 

C jîgf. 107) (comme dans le levé à la planchette où Ton se 

*€rid'un pied à trois branches), et que O soit le point où 

^a résultante R des forces appliquées va rencontrer le plan 

fixe, ce point devra être à l'intérieur du triangle ABC; et 
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l'on pourra d'abord décomposer cette résultante en deux 
forces parallèles et de même sens appliquées, Tune p au 
point A, l'autre q au point A' où la droite AO rencontre BC. 






Puis, cette dernière se décomposera en deux autres paral- 
lèles p', p" appliquées aux points B et C. Calculons les va- 
leurs de ces pressions. 
On a 

AA'* 



/. = R 



OA 
Or, si Ton joint OB et OC, le rapport —7 est égal à 

des aires des triangles de même base BOC, BAC. Donc 

BOC 



celui 



► =rR 



ABC 



Sans passer par l'intermédiaire de la force q^ on peut 
écrire immédiatement 



/^ = 



AOC 
ABC 



. « AOB 



car, du moment qu'il est établi que la résultante R est dé- 
composable en trois forces déterminées p, ^', p"^ il est clair 
qu'on peut commencer par celui des trois points d'appui 
qu'on voudra; et, quel que boit l'ordre suivi dans le cal- 
cul, on retrouvera nécessairement les mêmes valeurs pour 
les pressions individuelles. Du reste, en passant par la 
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force q^ on trouverait successivcmeiu 

« AO , A'C 

d'où 

, r. AO A'C 

//= R 

' AA' BC 

Or, si l'on prolonge BO jusqu'à la rencontre du côté AC 
en B', et que l'on mène par le point A' une parallèle à BO, 
on trouvera sans difficulté, par les triangles semblables, 
que 

AO A C OB' 

ÂÂ^ "bc '~ bF" 

et, par suite, on aura 

, ^ OB' 

expression qui est celle qu on eût trouvée, en (ommençant 
la décomposition par le point B. 

Il résulte de la que si l'on représente la résultante R par 
Voire du triangle formé par les points d^appui, les pres- 
sions supportées par ces points seront représentées respect 
tii^ement par les aires des triangles partiels qui ont pour 
bases les côtés opposés et pour somitiet commun le point 
d* application de la résultxuile. 

Corollaire. — Si l'on prolonge BO et 00 jusqu'à leurs ren- 
contres avec 1«8 c6tés opposes en B' et C, et qu'on ait égard à 
réq nation 

p^ p ^p —%., 
on aura 

OA/ OBT OC' 

AA ^BB^ "^CC' '' 



aple d*«Hi tbéorèfiae de Géoiuétrie démonire par des oonsidé- 
mktes de Mécanique. 

En se pbfcçamt ao point de vue géoinétrique, oo peut demainier 
ce que deviendrait ia relation précédente, si le point O était pris 
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à V extérieur du triangle ABC [fig. io8). Dans ce cas, imaginons 
qu*une force R, appliquée à ce point, soit décomposée en deux 
autres parallèles et de sens contraires, appliquées l'un en A, l'autre 
en A'. La relation sera simplement modifiée en ce que le rapport 

. I —7 j » qui correspond au côté ( BC) dont le point O regarde tex- 

teneur^ changera de signe. Deux rapports pourront ainsi changer 
de signe à la fois. [Foir les Exercices.) 





Quand il y a plus de trois points d* appui, ou seulemen^^ 

trois en ligne droite, la question qui a pour objet de re • 

chercher les pressions individuelles devient indéterminée ^ 
En eflet, considérons par exemple le cas où le corps s'ap- — 
puie sur le plan par quatre points A, B, C, D {fig* 109) 

Soit O le point où la résultante R rencontre le plan. Joî 

gnons AO, et prolongeons cette droite jusqu'à un point (^^' 
arbitraire^ mais situé dans Vintérieur du triangle BCI> ; 
puis décomposons la force R en deux autres parallèles p^ ^tj 
appliquées aux points A et O'. La pression p participera A--< 
l'indétermination du point O' : dn pourra, si l'on veut, ^< 
donner cette force, et le point C s'ensuivra. Or la compe^^ 
santé 9=R — p se décompose, comme on l'a vu plmj^s 
haut, en trois forces déterminées, parallèles et de mènoe 
sens, appliquées aux points B, C^ D. Il résulte de là qa'tf=»n 
peut prendre à volonté, entre certaines limites, l'une âk^ 
quatre pressions, et qu'alors les trois autreîs sont déter- 
minées. 
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En général, on peut se donner ^ d'une înGniié de ma- 
nières, tontes les pressions individuelles moins trois. 

121 . Remarqtie sur le cas {^indétermination des pres^ 
sions. — Dans la nature, lorsqu^nn corps s'appuie contre 
on plan, les pressions que supportent les points d'ap- 
pui sont toujours déterminées, quel qu'en soit le nombre, 
ce qui paraît en contradiction avec la théorie. Mais, en y 
réfléchissant, on s'explique Tindéterminalion que noua 
venons de rencontrer : elle tient à ce que, pour simplifier 
le problème, nous avons fait abstraction d'une propriété es- 
sentielle de la matière, la comprcssibilité : il nVxiste pas 
de plan rigoureusement inflexible. Par exemple, lorsqu'une 
table s'appuie sur un parquet par quatre pieds, celui-ci 
flécbit et se déforme un tant soit peu; et les pressions qui 
ont lieu aux points d'appui sont en relation nécesiaire avec 
celle flexion que nous avons négligée. 

Nous ne nous arrêterons pas à exposer comment les pressions 
que supportent les points d'appui pourraient encore être calculées 
à l'aide des six équations générales de Téquilibre. La méthode a 
déjà été exposée (101) dans le cas de deux points fixes, et le lec- 
teur pourra s'exercer à l'appliquer au cas général. On retrouvera 
l'indétermination qui vient d'être signalée quand il y a plus de 
trois points d'appui, et même quand il n'y en a que trois s'ils 
tombent en ligne droite. 

EXERCICES. 

I. Un corps pesant P est posé sur une table horiz.ontale in- 
flexible, qui s'appuie par trois pieds sur un terrain inébranlable. 
On donne le poids n et le centre de gravité de la table, et les pres- 
sions maximum R, R', R" que les pieds peuvent supporter sans 
se ro/npre. On demande : 

1" La position du corps étant donnée sur la table, quelle est la 
plus grande valeur que son poids P puisse avoir; 

2° Le poids P étant donné, quelle est la région qui renferme 

1 1 . 
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tous les points de la table où il peut être placé, sans que les pieds 
se rompent. 

II. Un point étant pris à volonté dans Tintérieur d*une pyra- 
mide triangulaire ABCD, on le joint à chacun des sommets par les 
droites AO, BO, CO, DO, qui rencontrent les laces opposées en 
des points A', B', C, D'; et Ton propose de démontrer, par des 
considérations empruntées à la Statique, qu^on a 

OA^ OET OC CD' 
AA' "^ BB' "^ ce "^ DD' ' * 

III. Une voilure à deux roues est traînée par un cheval, sur 
une roule dont la pente^ c'est-à-dire la tangente trigono métrique 

de l'inclinaison sur l'horizon, est — • La charge, y compris le poids 

de la charrette, est de looo kilogrammes; et Ton suppose que, 
dans la position horizontale des limons, le centre de gravité de 
cette charge serait situé sur la verticale qui passe par le milieu 
de l'essieu, à i",9.o au-dessus de cette ligne. Enfin la distance de 
Tessieu à la droite qui joint les deux points d*attache du cheval 
aux limons est de 4 mètres. On demande d'évaluer : 

1° Les portions de la charge que supportent le cheval et les 
deux roues; 

•2" Les composantes de ces forces suivant les directions paral- 
lèles et normales à la route. 

IV. Placer en équilibre une tige homogène pesante, de lon- 
gueur donnée, entre deux plans inclinés. Condition que doivent 
remplir les plans : 

1° Pour que la tige soit horizontale; 

2® Pour que la verticale de son centre de gravité tombe sur 
rintersection des plans. 

V. Placer un rectangle homogène pesant en équilibre entre 
deux plans inclinés, en le faisant reposer : 

i® Par deux côtés opposés; 
2" Par deux sommets opposés; 
3° Par deux sommets adjacents à un même côté. 
Extension du troisième cas à un polygone plan quelconque, 
dont le centre de gravité est donné. 

VI. Un corps de poids Q a été mis en équilibre sur un plan in- 
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cliné d*un angle / à Thorizon, à Taide d'une force P qui fait avec 
ce plan un angle ô. — L'inclinaison i ayant été réduite de a de- 
grés, sans que la direction de la force P ait été modifiée, il a fallu, 
pour maintenir l'équilibre du corps, réduire l'intensité de cette 
force de a unités. — On propose de prendre successivement pour 
inconnues deux des quantités désignées ci-dessous, 

(P,0), OU (Q,i), ou (Q, 0), 

et d'en calculer les valeurs. 

Vil. Déterminer Tétai d'équilibre, le plus prochain du glisse- 
ment, pour une échelle qui repose par son extrémité inférieure 
sur un plancher horizontal et s'appuie par le haut contre une 
cloison verticale. ^~ On a égard au frottement, et Ton suppose 
que le rapport du frottement à la pression soit le même pour le 
plancher que pour la cloison d'appui. 

(L'échelle étant symétrique par rapport à la droite qui joint 
les milieux des échelons, on peut la réduire à cette droite, sup- 
posée pesante mais non homogène ; et si l'on introduit les pres- 
sions inconnues -qui ont lieu aux deux extrémités, on n'a plus 
qu'à appliquer les trois équations d'équilibre des forces situées 
dans un même pl^. — En désignant par k le rapport de la lon- 
gueur de l'échelle à la distance de son centre de gravité à l'extré- 
niiié inférieure, par a l'inclinaison limite de l'échelle sur l'horizon, 
par y le coefficient de frottement, on trouvera 

tanga = — j-. /, 

Valeur à discuter.) 

VIII. Les mêmes choses étant posées que dans le problème 
précédent, on suppose que le montant de l'échelle ait i5 éche- 
lons, équidistants de 20 centimètres les uns des autres, plus deux 
bouts libres, l'un inférieur long de 25 centimètres, l'autre supé- 
ï'ieur, de i5 centimètres; que le poids de l'échelle soit de 10 kilo- 
^raaimes et son centre de gravité au tiers de la longueur à partir 
cle la base; enfin qu'un ouvrier, dont le poids est de 70 kilo- 
grammes, monte sur les divers échelons. Le coefficient f étant 
pris égal à o,36, on demande d'assigner pour chacune des posi- 
tions de l'ouvrier la limite d'inclinaison an-dessous de laquelle 
l'échelle glissera. 
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ÉLÉMENTS DE QNÉMATIQUE ET DE DYNAMIQUE. 



QUINZIÈME ET SEIZIÈME LEÇON. 

Programme. — lIouTCTiieiit rectiligne uniforme. — ViieMC. — UifUtmm^ni 
rectili^e Tarie. — Vitesse moyenne. — Vitette à un invteni '\*$^.^m*^H»i, 
— MoQTement rectiligne uniformément Tarie. — hrjâiUtniUtti. — tfê; 
l'accélératioo à mm insUnt quelconque dant le mtm^fm^ui f*^^^ft^ 
Tarie. — Compoûiion de deux mouTemeoii %ïmm\iMtté» f^^^k^^t^, 
uniformes ou uniformément Taries. — MouTement 4^ f <y<«UvM ¥«tH*/fm^ 
autour d'un axe fixe. — Titesse angulaire. 

122. De la Cinématique. — Du Ump$ et iU u$ tfêt/^ttâi*' 
— Pour établir les lois de Téquilibre^ wmê $ê'$Hfom ym *fH 
besoin de connaître le genre de iiiotivea««Kil <^<i^ U^ i^^^^ 
seraient capables d^imprimer à leoii y^/mU 4 ^yyï^j^é^/*^ 
s'ils éuient libres. Mais il n^en eM plu^ 4^ m^y^è^ ^¥^*yt 
il s^agit d'étndier TactioD dei^ fofx>e)» Mr Wi0 ^^^ ^^ A«*yv 
yement. 

Avant tout, il est néeestauie <k 4>Muiid^^ ^ «i#w^;M4^'<»' 
en Ud-méme, c^est-è-dîft; tiu4éymA^^m^^^^ iUit Ivv^* ^i^i 
peavent le produire ou !«; n^'A^ Àw*y^« ^*4^^* /m .., ' 
téme de clairi6cati<Ma dt» uiist^j^ ^'^ ^ ^ 4^m^^/>$ >y^v.. v 
nom de CmématiqtÊe iéna '^A^ftu^ 9^ 9'. .-. m^** '4>m^,*»' , / v 
partie delà Mécanjque çéuéi^^ <M«' ^>^/M' >^iJ^y'" ' /|^V/ f 
les éléments. 

U ne £aat pas <3uwtttu(if >^ J^ ^y >^-ma«»î#')^ m ^ v ' ^^ <>. ^ 



(*) Elit JT Jk »é fc mrj^ifc 1 r 4b^ >»iMt<^- 
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souvent mouvoir, suivant certaines conditions^ des points 
pour engendrer des lignes, des ligues données pour engen-* 
drer des surfaces, et des surfaces données pour engendref 
des solides. En Mécanique, il entre un élément de plus, 
c'est le temps nécessaire au mobile pour passer d'une po- 
sition à une autre dans Tespace. 

On ne définit pas le temps, non plus que Tespace. Mais 
la durée d'un phénomène est susceptible de mesure : il suf- 
fit pour cela d'établir la notion de temps égaux. Concevons, 
par exemple, que des corps pesants parfaitement identiques 
soient suspendus à des points fixes, par des fils de même 
longueur, et dans le même lieu : après avoir écarté ces 
pendules de la verticale, d'une même quantité", on les aban- 
donne successivement à eux-mêmes, de sorte que le second 
parte à l'instant précis où le premier a terminé sa première- 
double oscillation, le troisième à l'instant où le second a 

accompli la sienne, et ainsi de suite. 

Il est évident que, quelle que soit la loi de ces mouue^- 

ments, il n'y aura aucune différence possible entre le pre- — 
mier et le second, le second et le troisième, etc. , et, par 
conséquent, qu'ils s'accompliront dans des intervalles de 
temps égaux. 

On prend pour unité de temps, en Astronomie, le jour' "^ 
sidéral, dont l'invariabilité est constatée par l'observation. — — 
Dans les usages ordinaires de la vie, c'est le jour solaire 
moyen qui est pris pour unité : sa durée est également 
constante. On la divise en 24 heures, l'heure en 60 mi- 
nutes, la minute en 60 secondes. La seconde est l'unité 
usuelle de la Dynamique : c'est la 86400® partie du jour 
moyen . 




123. Du mouvement rectiligne et uniforme. — Le plus 
^knple de tous les mouvements que puisse prendre un poin^^" ^ 
matériel est celui qui a lieu en ligne droite^ et dans lequeC^ * 
les espaces parcourus en temps égaux sont égauxj que\ 



qiie petits qne soimt ces tecipâw Ce UH>tt\tMiirul ^^M Uil 
rectiligne et umfonne. 

L'espace parcoum dans rnnitè de teinp$ lut'^urt^ ^>^ ^u\Ml 
appelle la vitesse du mobile. Il revieni au wt^me de diiv 
que la vitesse est mesurée par le rap(x»rl de Tesi^ai'tK |^r 
couru dans un temps quelconque, à ce temps « 

Soient Xq la distance initiale du mobile à un }H>iul tixt> 
pris sur la droite qu'il décrit; x sa distance au mémo poiuli 
au bout d'un temps quelconque t\ a la vitesse : Téipuliou 
du mouvement uniforme sera 

(l) X "= JTo -h flf . 

Deux unités y entrent, Tunité de lonj^uenr tU runllt^ 
de temps. La vitesse a dépend évidemment do (Iiaeuiu^ 
d'elles : si l'unité de longueur vient à changer, <|u'tillii pnMNit 
par exemple du mètre au décimètre, les nonihreu ,r, ,r«, a 
seront tous multipliés par lo, et réqualion (l) imi eiiNMMi'N 
pas de subsister; si l'unité de tcmpH vicrrl A eliMM^tir, 
qu'elle passe par exemple de la seconde; /i l/i mltiiitis «i» 
changement affectera les deux nomhn;!» a <U / mmiIiiiiimiiI \ 

t deviendra ^» et a deviendra a X 60, <;ii *orl4* qM« I 'i'ijM« 

tion (i) n'en sera pas troublée. 

Remarquons encore que le rapjK>rt iU*A vÎU'#m<# tU* /|/«M«i 
mouvements nnifonnes resti; irivari^blif^ i\Hi^m\ éth $';\li^iiji^ 
les unités de longueur on de ti^np%. 

124. Tracé géométrique : €^p(u;é*. *!t vit4^Mf4, 1 IHé/m^ 
deux axes rpcfangnlaîrie» ()t^ <)x ^ Pn^ no)., ^i i$\f^Hn Hi*fn 
choisi une certaixie hmf^tumr., U mAi^ht^hH p/ ^if^m^\^, 
pour figurer le§ umUnk d^ U:myK> *r< 4^- ^i^mHê,, ^^ohi^^hh^ 
de porter^ à pitrùr ^ O^ t^iM i ***? ^>/., 4^^ i'/h^4^^n ^jhê 
représenlenMU liet t^sHi^ é«/yui^ <U;^j^ i v/v^/m 4h 4h*t^4 
vemeat^ et ^as Ticm; Ojt^ ^ i*^^/>^*i^*$^ "^v/ /*y//'Hiy^M/>///^ 
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pris sur la droite qu'il décrit. Soient OA la distance Xq qai 
répond à « = o, OB une certaine valeur de t, et BD la va- 
leur correspondante de x comptée sur une parallèle à 

Fig 110. 
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Taxe Qx. Le segment DC, qui est situé au-dessus de la pa- 
rallèle à l'axe O t menée par le point A, représentera Tes- 

DC 
pace décrit durant le temps t\ et le rapport ---^ (ou simple- 

ment la longueur DC, si l'on suppose que AC soit runité 
de temps) mesurera la vitesse. La droite AD, indéfiniment 
prolongée, sera le lieu géométrique des extrémités de toutes 
les ordonnées B'iy, W\)l\ . . . , et son inclinaison sur l'axe Of, 
variable d'un mouvement uniforme à un autre, rendra sen- 
sible aux yeux la vitesse plus ou moins grande du mouve- 
ment. Si par exemple 0B= 16 et CD = 24, on en conclura 
que le mobile a parcouru ^4 mètres en 16 secondes, ou que 

sa vitesse est de -^ = i"*,5 par seconde. 

125. Moui^ement varié, — Vitesse à un instant quel- 
conque, — Le mouvement rectiligne est dit varié, quand 
le rapport de l'espace parcouru au temps employé à le 
parcourir varie continuellement. Soient AB la ligne indé- 
finie décrite par le mobile (Jig» m), ni sa position au 
bout du temps t^ w' sa position au bout du temps t-\-h^ 
O un point fixe, pris sur AB, à partir duquel on convient 
de compter les distances -, désignons Om par x^ Ont' parx'. 
mm' ou x' — X sera l'espace parcouru dans le temps h. Le 
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min! x' — X , 11 • . 

rapport -7— ou — - — est ce qu on appelle la vitesse 

moyenne pendant l'intervalle de temps h. C'est aussi la 

Fig. III. 



vitesse du mouvement uniforme, en venu duquçl le mobile 
parcourrait le même espace dans le même intervalle de 
temps. Ce rapport dépend à la fois de Tépoque t et de Fîn- 
tervalle A. Si l'on suppose que h diminue jusqu'à zéro, 

a/^-x diminue aussi indéfiniment, et le rapport — r— ? 

qui ne cesse pas de représenter la vitesse moyenne, tend 
Ycrs une limite déterminée qu'on appelle la vitesse au bout 
du temps t. Désignons-la par i^. Nous aurons donc, par dé- 
finition, 

- . x' X 

V=: lim ; ) 

// 
pour A = o. 

Supposons, pour fixer les idées, que la distance x soit 
exprimée paf une fonction entière et du deuxième degré 
du temps, 

X :=^ at^ -\- bt -\- c, 

«, è, c étant des constantes données. Si l'on change t 
en ï H- //, on aura 



d'où 



et 



■.a{t-{-hY-{-b{t-^ h) -hc; 
— x:=:a{iht -^ h})-\- bh, 

X 

=^ ri (9.t -^ h) -h b. 



h 
Telle est la vitesse moyenne : elle dépend de t et de h. 
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Si Ton fait tendre // vers zéro, il vient 

x! — X. 
lim — 7 — ou 9:=Liat -k- h. 
h 

Telle est la vitesse du mobile au bout du temps t. On voit 
que la constante h représente la vitesse initiale y c'est-à- 
dire celle qui répond à l'époque f = o, et que la con- 
stante ia est Faccroisseraent de vitesse qui a Heu dans 
chaque unité de temps. Quant à la troisième constante c 
qui entre dans la fonction proposée, elle exprime évidem- 
ment la distance initiale du mobile au point O. 

Nous reviendrons bientôt s'ur ce cas intéressant du mou- 
vement varié, qui est celui de la chute des corps dans le 
vide. 

On sait que la limite du rapport de l'accroissement d'une 
fonction x à l'accroissement de la variable t dont elle dé- 
pend, lorsque ce dernier tend vers zéro, a reçu le nom de 
dérivée de la fonction , En la désignant par d^x^ nous au- 
rons généralement 

Ainsi, la vitesse à un instant quelconque est la dériy^ée 
de V espace parcouru considéré comme fonction du temps ^ 
ou encore la dérivée de la distance du mobile à un point 
fixe pris sur la ligne qu il décrit, laquelle ne diffère de 
l'espace parcouru que par une constante (*). 

126. Tracé géométrique, — Souvent il arrive que 
l'espace x n'est pas connu en fonction du corps, mais que 
l'on a seulement une table de valeurs numériques, fournies 
par l'expérience et correspondantes à un certain nombre 
de positions du mobile. Si ces positions sont suffisamment 



( * ) En général, la dérivée d'une fonction entière de t s'obtient en multi- 
pliant chaque terme par Texposant de t dans ce terme, diminuant cei expo- 
sant d^une unité, et faisant la somme algébrique des résultats. 
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rapprochées, on peut recourir avec avantage à la mé- 
thode des constructions graphiques déjà employée (124). 
Soient Am, A'm', A"m",... (^§^.112) les ordonnées paral- 
lèles à l'axe Ox, qui représentent, à une échelle convenue, 

Fig. lia. 



X 


m' 


m" 

/ 

l 


i 




?^ 


1 




T S 


A c A' r t 



les distances comptées à partir d'un point fixe sur la ligne 
que décrit le mobile \ OA, OA', OA" les valeurs correspon- 
dantes du temps. La longueur OB, portée sur Oa:, repré- 
sentera la distance initiale du mobile au point fixe. Si l'on 
joint tous les points 6, zn, m'^ m"^,., par un trait continu, 
on aura une courbe propre à fournir, avec plus ou moins 
d'approximation : 

I® 1/ espace parcouru par le mobile au bout d'un 
temps quelconque, compris entre les limites de Pobserva- 
tion : soit OC ce temps •, il suffira de tracer par le point C 
une parallèle à Ojc jusqu'à la rencontre de la courbe, puis 
de mesurer à l'échelle la longueur CD. 

n? La vitesse à un instant quelconque : soit m le point 
dont il s'agit 5 menons ml parallèle à l'axe Of, jusqu'à la 
rencontre de l'ordonnée du point m' 5 la vitesse au point m 

est, connne on sait, la limite du rapport -—5 lorsque ml 

tend vers zéro. Soit S le point où la sécante m' m va ren- 
contrer l'axe O^; on a 

w'I m A 
^ ~ÂS ' 

or, quand le point m' se rapproche indéfiniment de m, la 
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sécante mm tend vers une direciion limite mT qui est la 
tal^gente à là courbe au point m. Donc 

,. /w'T mk 
hni — p 1:::= —-=- 
mi AT 

Ainsi, la vitesse au point m a pour mesure \e rapport de 
V ordonnée de ce point à la sous-tangente ^ ou encore, si 
Ton suppose les axes rectangulaires, la vitesse est mesurée 
par la tangente trigonométrique de V angle que fait la 
tangente av^ec l'axe Ot. 

Si la courbe mmlrm!^ dégénère en une ligne droite, le 
mouvement sera évidemment uniforme. Dans le cas con- 
traire, il sera varié. 

A la simple intuition de la courbe, on verra si le mouve- 
ment varié est accéléré ou retardé y c'est-à-dire si la vitesse 
est croissante ou décroissante. En effet, quand la courbe 
tournera, comme dans la^^. 1 1 2, sa convexité vers Taxe O^, 
l'angle aigu de la tangente avec cet axe ira évidemment en 
croissant dans le sens m,m!ml\ qui est celiii du mouvement. 
Ce sera le contraire, si la courbe présente sa concavité 
vers l'axe 0«. Ainsi le mouvement sera accéléré ou retardé, 
selon que la courbe sera convexe ou concave vers Taxe sur 
lequel on compte les temps* 

127. Mouvement direct y rétrograde • — Les conclusions-^ 
précédentes devront être renversées si le mouvement) aua 
lieu d'être direct ^ c'est-à-dire tel, que les distances du mo — 
bile au point fixe pris sur la ligne qu'il décrit croissent aveca 
le temps, devient rétrograde. 

En se reportant à la définition de la vitesse v^ 

.. .x' — .r 

vzzrz lim ; , 

/t 

on voit que le numérateur x^ — x change de signe quand ^B 
mouvement, d'abord direct, devient rétrograde. D'ailleu^B 



/ 
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le dénoflmiaiewr A est «b acctoîaanM»! «siggilietlirMiififci 
positif. Donc la TÎtcsse % ciiaE.p»a «de $i^«e ^^«c le :$«»$ 4ift 
mooTement : positiiesH c^ duvet, «Ue^iwa »«AÇ»U^e Al 
derient rétroçrade. Ce Cancanent de s%iie aura Ue«i en 
passant par zéro, et co ii c sp ondra à «n «nurÙNiim iW la 
fonction jr. 

128. Simples notions sur le mou%^ment cuntUgnes — 
Vitesse^ sa grandeur j sa direciion, — Bien que nous ;ji\\^ns 
spécialement en Toe, dans ce Cours élément ai re« IVludedu 
mouvement rectUigney il est à propos de remanjurr que 
l'expression de la vitesse qui vient d^ètre donnée s^applique 
sans modification au mouvement curx'iligne^ c*e«l-ji«dut> À 
celui dans lequel le mobile décrit une lîgno ci>url>0 queU 
conque. Les espaces parcourus sont alors doA hm^ar^^v^ 
d'arcs. 

Ainsi la vitesse d'un mouvement curviligne uniloiiuo 
est la longueur constante de Tare di^crit dnn» Viiniu^ \\\) 
temps. La vitesse au bout du temps /, dans lo nuiuvonnMil 
curviligne varié, est la limite vers laquellû tond lo TMiiporl 
de Tare décrit pendant Tintervalle h qui sucrèdo un tonniii ly 
à ce même intervalle, lorsque celui-ci tend vinn /.t^ro, ji\»h| 
à-dire la dérivée de l'espace parcouru conuidc^rt^ onniMMi 
fonction du temps. 

Seulement, il y a ici un élément de'plufi \\ nniëliMriii' ; 
c'est la direction de la vitesse, qu'on appolhi mumuI hi dlruii 
tion du mouvement. Or, si l'on sul)Htitn<9 pour iili liiNhliil A 
la courbe décrite un polygone inft(;rJl qui «'ni im|i|mimIiii 
indéfiniment, la limite de la direction du iimhivi>iimiiiI mu 
tiligne du mobile, considéré comme d/'r/iv/inl m immImm» 
polygonal, est la tangente en cbaqu<i poini dn Im t^mmIm' ( Im 
prend donc pour direction de l/i s'\U't^kv, mm po)nl //m fil» 
de la tangente en ce point. 

129. Mouv^ement reclili^m' untlnnnt'tuHin iihiii^ 
Accélération, — I^ mouvt'm^fiii nnifonii/^inMi/ mHi- » I 
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celui dans lequel la vitesse augmente ou diminue de quan- 
tités égales en temps égaux. Si la vitesse augmente avec le 
temps, le mouvement est dit uniformément accéléré et, 
dans le cas contraire, uniformément retardé ,^o\ï& en avons 
déjà rencontré un exemple (125). 

Soient a Taccroissement, positif ou négatif, de la vitesse 
dans chaque unité de temps, et ^o la vitesse initiale; la vi- 
tesse p» à un instant quelconque sera 

(1) tf=z vt-{- at. 

La constante a a reçu le nom à' accélération. 

Connaissant la loi suivant laquelle la vitesse varie avec 
le temps, il faut, pour achever de déterminer le mouve- 
ment, en déduire la loi suivant laquelle varie l'espace par- 
couru. 

Or, nous avons vu que la vitesse est la dérivée de la fonc- 
tion du temps qui représente l'espace parcouru. Il s'agit 
donc de remonter à la fonction de t qui a pour dérivée 
(i^o -I- «^)' La règle à suivre est une conséquence de celle 
que nous avons indiquée (125, note), pour la dérivée des 
fonctions entières d'une seule variable; elle consiste à 
augmenter d'une unité l'exposant de t dans chaque terme, 
à diviser ce terme par le noUvel exposant, enfin à ajouter 
une constante arbitraire à la somme des résultats. On aura 
donc, pour la distance x du mobile à un point fixe pris 
sur la droite qu'il décrit, 

.r = jr„ -h v^t H ; 

2 

Xo désigne la constante arbitraire qui n'est autre que la 
distance du mobile au point fixe, à l'époque ^ = o. 

Si l'on convient de placer l'origine des distances au 
point de départ du mobile, x^ sera nulle^ et l'on aura 

(2) X =ZVf^t -\ 

^ ' 2 



Des éqoatioiis (i) et (2) on déduit aisrâieal 



ce qui montre que Fespace parcouru depuis Tori^îiui^ du 
mouTement jusqu^à one époque quelconqut> r»t lo m^mt» 
que si le mobile eût été animé d'une vîlesse cONSfitHft^t <^4iU^ 
à la moyenne arithmétique des vitesses inilinlo et t)uHle« 

130. Du mouvement uniformément accplèri^ — (loimU 
dérons en particulier le cas du mouvement luiiroriiii^iiit^iil 
accéléré. La constante a est alors positive. 

Si le mobile part de l'origine, sans vilosse itiitinlei 011 m 

X. = o, P, =: o, 
et les équations (i) et (3) se réduisent A 

p=iatj 0? =:= — • 

La vitesse est alors proportionnelle au t^Tmpu itt \\\ti\im^^ 
proportionnel au carré du tempA« L*un<9 iUi i'^% Am% UiU 
entraine l'autre. 

Corollaires. — L Si Ton comparf; ^rttimtmn 1^# ^#(i^f#** 
parcourus ;ie/id!an£ les imit^» d^ tirmpt /^M^^^##it^;#f hu ^ftU 
qu'ils croissent comme la êériff Ati% tutiuXttt^M \m\m\rt^ i/.^^ 

5, 7, Eo edE^t, Te^aee fmtjmm ymAnni U // i i)'^'"' 

unité de temps est 



on simpIcBKat 



^>-'/ ^. 






ÎDtenraUe. 



^/ 
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III. Si on élimine t enlre les deux équation», il vient 

Ainsi la vitesse à un instant quelconque est moyenne géo- 
métrique entre le double de l'accëléraiion et l'espace par- 
couru. 

131. Chute des corps dans le vide. -^^ La chute des 
corps dans le vide offre un exemple du mouvemenl unifor- 
mément accéléré. L'expérience apprend que si Ton aban- 
donne un corps librement k lui-même dans le vide, quelles 
que soient sa substance et ses dimensions, tous ses points 
décrivent des droites verticales avec des vitesses égales, et 
que les espaces ainsi parcourus sont proporiionnels aux 
carrés des temps. Il en résulte que les vitesses croissent 
proportionnellement aux temps. Ces deux lois peuvent 
être vérifiées directement au moyen de la machine d'At- 
wood. Toutefois, il se présente, pour la loi des vitesses, 
une difficulté que nous éclaircirons plus loin (143j. L'ac- 
célération de ce mouvement varie d'un lieu à un autre : on 
la désigne par la lettre g. Sa valeur à l'Observatoire de 
Paris, d'après les mesures de Borda et des savants contem- 
porains, est 

^=: 9™, 8088, 

la seconde étant prise pour unité de temps. L'espace par- 
couru, en chute libre, dans la première seconde) est moitié 
du nombre précédent, soit 4™59 environ. 

Si un corps tombe d'une hauteur A, la vitesse qu'il ac- 
querra par celte chute sera sjigh. On a di^ssé une Table 
des valeurs de ce radical qui répondent à diverses hauteurs 
<le chute. Cette Table est très-ulile dans la Mécanique ap- 
pliquée. Nous en extrayons quelques nombres : 
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o,a© 


7 -00 


o,iô 


3,00 


0,81 


4.0» 


1,00 


4 -.-43 


2,€»0 


6,36 


3,0.» 


:,6: 


4,00 


8,86 


S,oo 


99» 



132. Z>ii motivement umformément retardé. — Dans le 
cas d^on moureineiit mûfonnémeiit retardé, la cxiostanle a 
doit être regardée oomme né^tÎTe, ce qni revient à chan- 
ger a en — a dans les équations (1) et {2)^ pois à donner 
à a des valeurs positives. En plaçant Torî^ne des x an 
point de départ, on aora 

p — p,— ai, 
me 

X=P.t— —\ 

le moayemc^t sera direct et x croîtra avec f, tant que la 
vitesse sera positive, c'est-à-dire tant que Ton aura \\ > a/. 

La vitesse v s'annulera au bout d'un temps ^al à - ; à cet 

instant, x atteindra son nuximum — ^- Le temps continuant 

à croître, la vitesse deviendra n^ative et le mouvement 
rétrograde, x ira en décroissant jusqu'à riufîni n^atif^ 
mais des obstacles physiques limiteront, dansTapplication, 
retendue des valeurs de celte variable. 

Lorsqu^un corps est lancé verticalement de bas en haut, 
dans le vide, il prend un mouvement uniformément rc* 
tardé. Sa vitesse initiale l'o diminue, au bout de chaque se- 
conde, de la quantité constante g = 9"', 8088. Les formules 
précédentes sont* donc applicables. 
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f^o 



Au bout du temps -j la vitesse est réduite à zéro; le mo- 



K 



bile a atteint sa hauteur maximum -i- Il redescend alors, 
d'un mouvement uniformément accéléré, et retrouve son 
point de départ au bout du temps — % pour lequel x= o, 

o 

En même temps on a i' = — u^.Le temps qu'il met à des- 
cendre est donc le même que celui qu'il a mis à monter; 
et sa vitesse, en arrivant à terre, est égale et de signe con- 
traire à celle qu il avait au départ. 

133. De Vaccélération à un instant quelconque dans 
le moui^ement rectiligne varié. — La notion d'accélération 
s'étend du mouvement uniformément varié au mouvement 
rectiligne varié quelconque, de la même manière que la no- 
tion de vitesse a été étendue (125) du mouvement uniforme 
au mouvement varié. 

Soient (^ la vitesse du point matériel au bout du temps f, 
p»' sa vitesse au bout du temps t -f- A ; le rapport 



(positif ou négatif, selon que la vitesse est croissante ou 
décroissante) est ce qu'on peut appeler Vaccélération 
moyenne pendant Vinten^alle de temps h. C'est l'accélé- 
ration du mouvement uniformément varié, en vertu du- 
quel le mobile acquerrait le même accroissement de vitesse 
dans le même intervalle de temps. 

Ce rapport dépend à la fois de la variable t et de l'ac- 
croissement arbitraire h. Lorsque h tend vers zéro, u' — v 

ji 

diminue aussi indéfiniment, «t le rapport — - — , qui n'a 

pas cessé de représenter l'accélération moyenne, tend vers 
une limite déterminée, qu'on appelle Vaccélération au 
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bout du temps t. En la désignant par 9, on a donc 

,. v' — ç 
f = lim — T — 9 

pour A = o. 

Ainsi, dans le mouvement rectiligne varié, V accéléra- 
tion à un instant quelconque est la dérii^ée de la vitesse 
considérée comme fonction du temps. D'après la notation 
déjà adoptée (12(5), nous pouvons écrire 

Comme f> est déjà la dérivée première de l'espace parcouru 
considéré comme fonction du temps, on voit que (f est la 
dérivée seconde du même espace. De là cette nouvelle ex* 
pressicm de cp, 

134. Dépendances mutuelles de V espace parcouru, de 
la vitesse et de V accélération dans le moui^ement rectiligne 
varié. — En résumé, les trois grandeurs, espace parcouru, 
vitesse^ accélération^ sont subordonnées entre eUes de la 
manière suivante : soient x la fonction du temps t qui re- 
présente l'espace parcouru par le point matériel, 1^ et (f la 
vitesse et l'accélération au même in&tant-, on a 

ç == dtV = di X, 

135. Composition de deux moui^ements simultanés rec- 
tiUgnes et uniformes. — Vitesse du mouv^ement résultant. 
— Supposons qu'une droite AB se meuve parallèlement à 
elle-même, en sorte que tous ses points décrivent d'un 
mouvement uniforme des droites égales et parallèles. Soit 
ÂD la direclion de ce mouvement de translation. Suppo- 
sons qu'en même temps un mobile m, parti de A, se meuve 
le long de la droite AB avec une vitesse constante (fig- 1 13). 
On pourra regarder le point m comme animé à la fois de 
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deux mouvements reclilîgnes et uniformes^ savoir : sc^ws 
mouvement propre sur AB, et le mouvement de translatioxm 
de cette droite dans le sens AD. Mais, de fait, le mobile 

Fîg. Il 3. 




décrit dans Fespace une ligue unique avec une certaine vi- 
tesse^ et ce «o«iv<eiiieiti 1^ iprdtid le nom de mom^ment 
résultant, A l'égard de ce deï*nier, les deux «autres «^ap- 
pellent moét^ements composants. 

On a une représentation vulgaire, mais exacte, de ces 
mouvements simultanés, en imaginant qu un bateau des- 
cende uniformément le cours d'une rivière, et qu'une per- 
sonne marcke en mènse temps sur le pont, suivaat une 
tertaine direction, et avec une vinsse <oo&sta«4;e. 

Proposcms-nous de «âélfennivfter iz directioti ek la vitesse 
du mouvement résTiltant. «Soit-C la positkm Cfoe i&»obile 
t)Gcuperait snr AB, bv. bout du temps t, si ie aiodiwement 
«Suivant AD n'existait pas. iPendamt œ (temps, la droite A6 
s'est transportée en EF. Doac^ si Ton prend sut EF une 
longueur EG = AC, G sera la position réelle du mobile, à 
l'époque considérée. On voit que ce point est le sommet 
du parallélogramme construit sur AC et AE, Je dis de plus 
que, pendant le temps >f, le mobile n'a pàsoesséd^étre&trla 
diagonale AG^ et qu'il l'a décrite av«C4iBe vitesse oo»s4ante. 
En effet, «oieB't u et v les vitesses des mauvemests compo- 
sants, suivant AB et AD ^ on a 

d'où 

EG _ tf 

quantité rudépeiidanted»u tie mips. 
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Par cojofiéqu^ut, ^î Ton considère uqq autre position G ' 
<iu mobile, on aura 

AË' "" Âl 

I^es deux triangles AEG, AE'G' sont donc semblables 
«omme ayant un «ingle égal compris entre côtés propor- 
tionnels; et, par suite, la direction AG' coïncide avec AG. 
Enfin, comme on tire de la similitude des mêmes 
triangles 

AG EG «r _ r 
AG^ ~ W& "~ ^ ^ ?' 

on voit que Içs espaces parcourus sur la diagonale sont pro- 
portionnels aux temps. Le mouvement résultant est don(* 
rectiligne et uniforme. 

Si l'on fait / = f , AC et AE seront les vitesses des deux 
mouvements composants, et la diagonale AG représentera 
la vitesse du mouvement résultant. 

Douey d4sux mouveawnts sùmiltanés, rcctilignes et uni- 
formes $43 composent en un seul, reçtiligneet uniforme -^ et 
Zot vitesse dit' tnousfem^rf^t résultant est représentée, en 
grandeur 0t en direction, par l^ diagonale du parollélor- 
gramme construit sur l0$ droites qui représentent les vi- 
tesses des mouvements coniposants. 

.Qe ib^fèiji^ porte le nom de parallélogramme des 
vitesses* Son analogie avec le parallélograiniTie des forces 
4M évidente. 

136. Réciproquement : un mouvement rectilîgne et uni- 
forme étant donné, on pourra toujours regarder sa vitesse 
comme la résultante de deux autres vitesses, de direclious 
données, comprises dans un même plan avec la direction du 
mouvement donné. 

Mais il est superflu d'insister sur les corollaires relatifs 
à la composition et à la décomposition des vitesses*, car 
nous n'aurions qu'à répéter tout ce qui a été exposé dans 



w-'^- 
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la deuxième Leçon, en substituant le mot vitesse au moK. 
force. 

137. Composition d^ un nombre quelconque de mouise — 
ments simultanés rectilignes et uniformes. — Du cas d^ 
deux mouvements simultanés, rectilignes et uniformes, ool 
passe sans difficulté à celui d'un nombre quelconque à& 
mouvements de même espèce, en les composant de deusc 
en deux. 

On réaliserait en particulier Thypothèse de trois mouve- 
ments composants, si Ton soulevait verticalement un poids 
avec la main, tandis qu'on marcherait sur le pont d'un ba- 
teau descendant le cours d^une rivière. Le mouvement réel 
ou résultant du poids participerait évidemment des trois 
mouvements simultanés rectilignes. La composition de 
ces mouvements conduirait au paraUélipipède des vi- 
tesses^ etc. 

138. Composition de deux mouvements simultanés, 
rectilignes et uniformément variés. — Accélération du 
mouvement résultant. — Il est aisé de reconnaître, par un 
raisonnement tout semblable à celui qui a été fait plus 
haut, que le mouvement résultant de deux moui^ements 
simultanés, rectilignes et uniformément variés, est égale^ 
ment rectiligne et uniformément varié ^ et que son accé- 
lération est représentée en grandeur et en direction par 
la diagonale du parallélogramme construit sur les droites 
qui représentent en grandeur et en direction les accéléra- 
tions composantes. Reprenons en effet la^g*. ii3,, dans la- 
quelle G et E désignent les positions qu'aurait au bout du 
temps t le mobile partant du repos, si chacun des mouve- 
ments composants existait seul. En désignant par cp et t|^ les 
accélérations de ces mouvements, on aura 

AC =z-rft\ AE = -^e^. 
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Au bout du temps t, le mobile occupera le sommet G du 
parallélogramme AEGC; et depuis Torigine du mouve- 
ment, il n'aura pas quitté la diagonale AG> puisque le rap- 

Vf* 

port — = j est indépendant du temps. De plus, comme 

on a 

AG EG _ /» 
ÂG^ "" E'G' ~" ?»' 

le mouvement résultant sera uniformément varié, 
Elnfin, les accélérations des trois mouvements 

2ÂC !2AE 2AG 

— :; — » — ; — 9 — : — > 

t^ r» t^ 

sont proportionnelles aux longueurs AC, AE, AG. Par 
conséquent, si Ton représente les accélérations composantes 
par les côtés ÂC, ÂE du parallélogramme, Taccéléralioii 
résultante sera représentée par la diagonale AG. 

c. Q. F. D. 

i39. Composition de deux mouifements simultanés rec^ 
tilignes^ l'un uniforme, r autre uniformément varié. — 
Ici le mouvement résultant n'est plus rectiligne et suit 
une loi moins simple. On a Timage d'un semblable mou- 
vement, en supposant qu*un corps soit assujetti à des- 
cendre, d'un mouvement uniformément accéléré, le long 
du mât d'un navire, tandis que le bâtiment a uu mouve- 
ment de translation uniforme {*), 

Soient Ax la direction du mouvement composant unifor- 
mènent varié; Aj^celle du mouvement uniforme {Jig- 1 ' 4) 9 
f Vsnocâmûon du premier, a La vitesse du Becood ; C et E 



(*) Vet.fténùooe noatre ^u'il «"«si pas besolci pour «di« à'^utmfruir le 
eorpt k descendre le loog du juàt U sufiit ^v uu le Uioœ UMuttor eu uUuW 
libre, pour qu'il suive de lui-^ôuie 1« vorticAle du lUÀt Ce lait eat oiMUprib 
ÀMmt la loi i^énérale du mkom^etmMt relui/ ^ui sera «JLpoiee plu» luio {^ii) 
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les positious qu'aurait le mobile partant du poiul A, au 

Fîg. ii4. 




bout du temps t, si chacun des mouvements composant us 

existait seul ; 

Il est clair que la position réelle du mobile au bout d -u 

temps t sera le sommet G du parallélogramme ACXjE. Mai^ms 

, EO I <p , 1 

le rapport — » ou - - f, n est plus constant ; en ^orte qi^^==ie 

la direction de la droite AG, qui joint le point de départ ^ 

une position quelconque du mobile, change à chaque in^cm- 
stant. La ligne qu'il parcourt, ou sa trajectoire, est doii^=^<^ 
curviligne. 

Désignons, pour abréger, AC par x et AE ou sop éga^dc 
CG par ^, et éliminons le temps t entre les expressions (SP3^ 
4)es deux variables, il viendra 

Cette équation permettra de construire par points la \r^^ ' 
jectoire, en la rapportant aux deux axes A a:, Kj. Ce^* 
pourquoi on l'appelle V équation de la trajectoire, EU* 
montre que le carré de l'ordonnée perpencK cul aire âfaïc^ 
kx est proportionnel à la distance du pied de cette ordonné^ 
à l'origine A, propriété caractéristique de la parabole, 

140. Moav^emenl de rotation uniforme autour d^u^ 
axe fixe. — Vitesse angulaire, — Le <BOUV<cixieat 4:urvi^ 
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ligne le plus simple est le mouvement de rotation autour 
d'un axe fixe. Déjà nous l'avons défini dans le treuil. 
Chaque point A du corps qui tourne (J^» ii5) décrit un 
cencle ABC iperpendiculaire à Taxe, et qui a son centre O 



Fig. 

ky y 


ii5. 
z 




^ 


\B\ — 


V 



sur cette droite. Comme le corps est supposé invariable de 
<gure, les arcs AB, A'B',.-? décrits dans le même temps par 
différents points, répondent à des angles au centre AOB, 
A'^O'B'', égaux entre eux. On a donc 



AB 
AO' 



A'O' 



Si Ton désigne la Taleurfcotnmune de ces rapports par &>, 
(ù sera l'arc décrit par un point situé à l'unité de distance 
de Faxe^ et pour un point quelconque A situé à la dis- 
tance n, on aura 

A^rrrR». 

Le mouvement de rolaiioo est dit uniforme quand lies 
arcs décrits par^un même point du corps, pendant des in- 
tervalles de temps égaux, sont égaux, quelque petits que 
soient ces intervalles. On appelle vitesse angulaire V dire co 
décrit dans l'unité de temps par un point situé à l'unité de 
distance dé l'axe. Il ne faut pas confondre la vitesse angu- 
laire avec la vitesse absolue d^un point quelconque. Celle 
dernière pst égale, d'après ce qui précède, à la vitesse an- 
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gulaire mohipliée par la distance du point à Taxe de rota^ 
tion. Les vitesses absolues de deux points sont proportion^ 
nelles à leurs distances à Taxe. 

La vitesse angulaire s'exprime souvent par le nombre 
de degrés, minutes et secondes de Tare &>. Si n est ce nombre, 
on en conclut 



36o 



Par exemple, la Terre tourne avec une vitesse de i5 degrés 
par heure, ou, si Ton veut prendre la seconde pour unité 
de temps, avec une vitesse de i5 secondes par seconde de 
temps. La valeur correspondante de co est 



2ir. 



36o.6o.6o 4^200 

Quand il s'agit d'un mouvement de rotation rapide 
comme celui d'un grand nombre de machines, la vitesse 
angulaire peut se mesurer parle nombre de tours effectués 
dans un temps donné. Ainsi, supposons que Tarbre d'une 
roue fasse 1 5 tours par minute, on en conclut 

6> = —^^ — := - = i",57o8 par seconde. 



Quand le rapport de l'arc décrit par l'un des points du 
corps, au temps employé à le décrire, change continuelle- 
ment, le mouvement de rotation est dit varié. Nous pour- 
rions étendre à ce mouvement circulaire tout ce qui a été 
dit plus haut de la vitesse et de l'accélération; mais ces dé- 
veloppements ne seraient pas à leur place dans un Cours 
élémentaire. 
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DIX-SEPTIÈME ET DIX-HUITIÈME LEÇON. 

o 

Programme. — Loi de Tinertie. — Loi du mouyement relatif ( '^). — • On en 
déduit qu'une force constante, agissant sur un point matériel qui part 
du repos ou qui est animé d'une tî tesse initiale de même direction que 
la force, lui imprime un mouyement uniformément yarié. — Réciproque. 
— Deux forces constantes sont proportionnelles aux accélérations qu'elles 
produisent en agissant séparément sur un même point matériel, qui part 
du repos ou qui est animé d'une yitesse initiale de même direction que la 
force. — De la masse. — Sa mesure au moyen du poids. 

141. Loi de V inertie. — Nous avons posé, au début de 
la Statique, comme fait expérimental, qu un corps en repos 
ne peut se mettre de lui-même en moui^ement. Nous ajou- 
terons maintenant qu'il ne peut de lui-même modifier le 
mouvement qui lui a été communiqué. Ces deux résultats 
de l'expérience constituent la loi de Vinertie. Pour vérifier 
notre dernière assertion, observons ce qui se passe lorsque 
la force qui fait mouvoir un corps cesse tout à coup d'agir: 
nous voyons qu'à mesure que les causes retardatrices, telles 
que la force de frottement, la résistance du milieu, etc., 
sont atténuées, le mouvement se continue de plus en plus 
et tend à conserver une direction et une vitesse constantes. 

D'après ces faits, l'induction nous conduit à formuler 
cette proposition générale^ qui exprime, sous une forme 
précise, la loi de l'inertie : 

Si un point matériel est en repos, il restera dans cet 
état tant qu aucune force n agira sur lui: s'il est en mou- 
vement, sans être actuellement sollicité par aucune force, 
ce moui'ement ne pourra être que rectiligne et uniforme. 

Ceci ne veut pas dire que la matière n'intervient pas 
dans la production du mouvement. C'est le contraire qui 

(*) On admet ces deux lois comme résultats de Toxpérience. 
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est vrai : il résulte en effet de la loi de rattractîon unîveczzr 
selle que les points matériels de tous les corps s'attirei^ , 
mutuellement. Mais chaque point matériel agit aur l^ s 
autres et non pas sur lui-même. 

142. // n'existe pas de force dont V effet soit instan- 
tané. — L'effet d'une force sur un point matériel exige 
toujours un temps fini pour se produire. Il n'y a pas de 
force dans la nature, quelque grande qu'elle soit, qui puisse 
imprimer instantanément une vitesse finie à un mobile. 
Les forces que l'on appelle improprement instantanées, 
comme celles qui agissent dans les chocs ou percussions, ne 
diffèrent des forces ordinaires qu'en ce qu*elles produisent 
des changements considérables de vitesse, pendant des in- 
tervalles assez courts pour que les déplacements de leurs 
points d'application soient négligeables. Néanmoins l'ac- 
tion de ces forces a toujours une certaine durée, pendant 
laquelle elle varie d'une manière continue. 

143. Noui^eau point de vue sous lequel on peut consir 
dérer la vitesse dans le moui^ement rectiligne varié. — Il 
résulte de ce qui précède que, dans le mouvement rectiligne 
varié, il y a nécessairement une force qui sollicite le mo- 
bile. C'est à son action continue qu'est due la variation de 
vitesse*, et cette variation ne peut être qu'infiniment petite 
dans un intervalle de temps infiniment petit. Nous sommes 
ainsi conduits à envisager la vitesse acquise au bout du 
temps t sous un nouveau point de vue. 

Soient m la position du mobile au bout du temps ï, x sa 
distance à un point fixe O pris sur la droite qu*il décrit, 
x^ sa distance Om^ au bout du temps t-^h. (x est une fonc- 
(1011 continue du temps qui devient o:^ quand la variable/ 
reçoit r accroissement A.) Soient i^ la vitesse du mouvement 
itiiitomit C[ui succéderait au mouvement varié, si, à Yé- 
jrcr vi»naîî à cesser d'agir; |/' la vitesse du 
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vnouvenieui uniforme qui aurait lieu, si la force ne cessait 
d'agir qu'au bout du temps t-hh. Comme Tintervalle h 
«st aussi petit que l'on veut, on peut regarder la vitesse 
<;oinme constamment croissante ou constamment décrois- 
sante durant cet intervalle : supposons -la croissante, 
l'espace mm\ réellement parcouru, sera évidemment plus 
grand que celui qui serait parcouru dans le même temps, 
<i'un mouvement uniforme, avec la vitesse i^, et moindre au 

contraire que celui qui serait parcouru en vertu de la 

vitesse f^^; on aura donc 

v/t <C^x' — X -^v' h y 
d'où 

X^ X 

si l'on fait tendre h vers zéro, v* se confond avec v*; et le 
rapport — r — * qiii ^^ pas cessé d'être compris entre v et v\ 
se confond à la limite avec v. Donc 

x' X 

V = lira ; — • 



Si l'on se reporte à la définition de la vitesse donnée dans 
le n*' 125, on voit que Ton peut dire indifléremment, ou 
que la vitesse à un instant quelconque est la dérivée de 
l'espace parcouru considéré comme fonction du temps, ou 
qu'elle est la vitesse du mouuemenf uniforme qui succé-- 
cterait au mouvement varié, si la force cessait d^agir à 
V instant considéré. 

Ce qui distingue la seconde définition de la première, 
c'est qu'elle fait intervenir la cause du mouvement. Dans 
la première on n'avait égard qu'à V effet produit. 

En Physique, lorsqu'on veut vérifier la loi des vitesses 
des corps pesants, par la machine d'Atwood, on suspend 
l'action de la pesanteur à l'aide d'un curseur évidé qui 
arrête le poids additionnel auquel est due l'accélération 
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du mouvement. Le mouvement devient uniforme, et c' 
la vitesse de ce dernier qu'on observel Dans cette ex£>^- 
rience^ la vitesse est donc considérée sous le second poicr 
de vue qui vient d'être défini, et dont Taccord avec le pre- 
mier a été mis en évidence. 

144. Loi du mout^ement relatif. — Il s'agit maintenant 
de déterminer la relation qui existe entre la variation de 
la vitesse et l'intensité de la force qui la produit. Cette 
relation se déduit d'une loi générale, qu'il n'est pas pos- 
sible d'établir à Taide du seul raisonnement. Nous la pré- 
senterons comme un résultat de l'expérience, confirmée par 
Faccord qui existe entre ses nombreuses conséquences et 
les phénomènes observés. Cette loi, dite du mouvement 
relatif, s'énonce ainsi : 

Si un système de points matériels libres m, m', m'^,... 
(fis* 1 16) 56 meut suii^ant des droites parallèles, auec des 
vitesses quelconques, constantes ou variables, mais les 

Fig. 116. 
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mêmes à chaque instant pour tous les points , et que Vun 
d^eux m vienne à être sollicité par une certaine force 
(autre que celles qui produisent le mouvement commun), 
son moui^ement relatif sera le même que si le mouvement 
commun n existait pas. 

Ainsi, soit m A l'espace que la force ferait parcourir au 
point m partant du repos, si elle agissait seule sur lui, dans 
la même direction, pendant un intervalle de temps h: ce 
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-point va s'écarter de la figure mobile mm'm"*^ et son ëcart^ 
ou moui^ement relatif y au bout du temps A, sera précisé- 
ment égal et parallèle à m A. En sorte que, si la figure s'est 
transportée pendant ce temps en fi(x' fi" ^ . . . , la position 
réelle du point m s'obtiendra en menant fia égale et paral- 
lèle à mA. Le mobile occupera donc le sommet a du pa- 
rallélogramme ayant pour côtés les espaces m A, ntfi qui 
seraient décrits simultanément, Tun en vertu du mouve- 
ment propre, l'autre en vertu du mouvement commun, 

145. Lorsqu'une force agit sur un point matériel déjà 
animé d'une vitesse, de même direction que la force , la 
vitesse au bout d'un temps quelconque est la somme (al- 
gébrique) de la vitesse initiale et de celle que la force est 
capable d'impritner dans le même temps au mobile par- 
tant du repos. — Considérons une force F agissant dans 
la direction Ox [fiS'^i'j) sur un point m, déjà animé 



m' 



d'une vitesse i^o de même direction que la force. Il résulte' 
de la loi précédente que l'accroissement de vitesse qui aura 
lieu, au bout d'un temps quelconque, sera indépendant 
de la vitesse initiale. En effet, pour revenir à un système 
de points matériels, imaginons un ou plusieurs points, 
tels que m', qui décrivent des droites parallèles à 0.r 
avec la vitesse constante f^^* Si la force F n'existait pas, 
le système (m, m',...) décrirait dun mouvement com- 
mun, pendant le temps /, l'espace 



/lîp =z m! ^ ^=zv^t. 



Mais la force intervenant, et agissant sur m seul^ la po- 

i3 
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sitioii vraie de ce point, au bout du temps t^ s'obtiendra 
en portant, à partir de fx, une longueur égale à l'espace? 
que cette force ferait parcourir au même point pendant les 
temps £, s'il partait du repos. 

Désignons cet espace par j^ (^) : la distance du mobile /?« 
au point fixe O pris sur la droite quil décrit sera, au bou^ 
du temps f, 

Xq désignant la distance Om, qui répond à i = o. On con — 
dut, en prenant les dérivées des deux membres, 

Or d^y exprime, comme on l'a vu, la vitesse que la force F 
imprimerait au point m pendant le temps f, si elle agissait 
seule sur ce mobile partant du repos. 

La proposition est donc démontrée. En d'autres termes, 
V effet de la force est indépendant du mouv^ement anté- 
rieurement acquis. 

llô. Mouvement produit par une force constante, — 
Supposons que la force à laquelle le point matériel est 
soumis soit constante, c'est-à-dire identique à elle-même 
en intensité comme en direction. Soit a la vitesse constante 
qu'elle est capable d'imprimer, dans Tunité de temps, à ce 
point matériel partant du repos. Si i^o est la vitesse initiale 
du même point, il résulte de ce qui précède que ^^-^^ 
sera sa vitesse au bout de la première unité de temps. De 
même, la force continuant d'agir, (v^4-û)-f- « ou i'o'^^^ 
sera la vitesse du mobile à la fin de la deuxième unité de 



(♦) On doit considérer y comme une fonction de t positive ou négative, 
selon que la force F agit dans le sens y. x, qui est celui de la vitesse initiale f„ 
ou dans le sens contraire. 
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temps, el ainsi de suite; i^^-h at sera la vitesse au bout 
de t unités de temps, a doit être considérée comme positive 
ou négative, selon que la force agit dans le sens de la vi- 
tesse itiniale ou en sens contraire. Le mouvement produit 
par une force constante , agissant dans la direction de 
la wtesse initiale, est donc uniformément varié. L'accé- 
lération a de ce mouvement est la vitesse que la force est 
capable d'imprimer pendant l'unité de temps au même 
point matériel partant du repos. Quant à l'espace x par- 
couru au bout du temps £, il est exprimé par Tcqua- 
tion (129) 

2 

Réciproquement : Si le mouvement rectiligne d'un point 
matériel est uniformément varié, la force qui le sollicite 
est constante. D'abord, il est clair qu'elle a une direction 
constante qui est celle du mouvement lui-même : car si, à 
un instant quelconque, sa direction différait de celle du 
mouvement, il résulte de la loi du mouvement relatif que 
le mobile sortirait de la ligne qu'il a suivie jusque-là. De 
plus, son intensité est constante : car les variations de vi- 
tesse qu'elle produit en temps égaux sont égales, et Ton 
sait qu'elles sont indépendantes de la vitesse acquise. Donc 
la force agit sans cesse avec la même intensité. 

Il résulte de là qu'un mouvement rectiligne, qui n'est ni 
uniforme ni uniformément varié, ne peut être produit que 
par une force d'intensité variable. 

147. La pesanteur est une force constante, — Quand 
un corps est abandonné dans le vide à l'action de la pe- 
santeur, nous avons dit (131 ) que tous ses points décrivent 
des droites parallèles, d'un mouvement uniformément accé- 
léré, et que l'accélération est indépendante de la substance 
dont le corps est formé. Donc la pesanteur est une force 

i3. 
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constante, qai agit de la même manière sur tons les 
corps. 

Remarquons que les points matériels d'un corps qui 
tombe sont dans les mêmes conditions que s^îls n'étaient 
pas liés entre eux, mais seulement juxtaposés et sollicités 
par des forces parallèles, constantes et capables de leur im- 
primer la même vitesse dans le même temps. La résultante 
de toutes ces forces en nombre infini est égale à leur 
somme, appliquée au centre de gravité du mobile, et con- 
stitue ce que nous avons appelé son poids. L'expérience^ 
d'accord avec la théorie qui précède, montre que le poids 
d^un mobile est le même à l'état de mouvement qu'à l'état 
de repos. En effet, que Ton suspende un poids au crochet 
d'un dynamomètre, et que le système soit entraîné d'tm 
mouvement vertical uniforme, comme dans la machine 
d'Alwood, On reconnaîtra que la flexion du ressort se 
maintient constamment la même que lorsque l'appareil 
était au repos. 

148. Proportionnalité des forces constantes aux accé* 
lérations. — Considérons d'abord deux forces constantes/, 
y, capables d'imprimer séparément k un même point ma- 
tériel ni des accélérations a, a\ Si Ton fait agir ces deux 
forces simultanément et dans le même sens, il résulte dm 
principe du mouvement relatif que l'accélération du mou- 
vement produit par la résultante (f-^f) sera ^a-^-a'). 
Car, en associant par la pensée au point m un ou plusieurs 
points matériels fx, fx' animés de la même vitesse initiale ^q) 
mais soumis seulement à l'action de la force /, on verra, 
d'une part, que l'espace décrit d'un mouvement commun 
et uniformément accéléré par le système (m, (x, fx',. ..) sera, 
au bout du temps ^, 

2 
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d'autre part, que le mouvfement relatif de m, ou son 
écait du système fx, fx^ sera 



2 



par conséquent, que Fespace total parcouru par le mo- 
bile m dans le même temps sera 



¥^t'\--[a -^a')t\ 



et sa vitesse 

L'accroissement constant de vitesse dans Tunité de temps 
est donc a -+- a '. c. q. f. d. 

Si Ton suppose f'=f^ et, par suite, a'= a, on voit 
qu'une force 2/* produit une accélération 2a; et, le même 
raisonnement s^appliquaut à un nombre quelconque cl(; 
forces égales, on peut dire qu'une force nf produira une 
accélération na. 

Maintenant, soient F et F' deux forces constantes quel- 
conques, (f et cf' les accélérations qu'elles produisent en 
agissant séparément sur un même point matériel^ /^ii"e 
force aussi petite qu'on voudra,- commune mesure entre F 
et F', en sorte que l'on ait 

n, n' étant des nombres entiers \ enfin soit a Taccélération 
que produirait la force f agissant sur le même mobile. 
D'après ce qui précède, on aura 



d'où 
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donc 

Ce raisonnement subsistant quelque petite que soit la 
crommune mesure f, nous ayons cette proposition géné- 
rale : 

Deux forces constantes sont proportionnelles aux accé- 
lérations quelles produisent , en agissant séparément sur 
un tnéme point matériel partant du repos ou animé d^une 
vitesse initiale de même direction que la force. ' 

140. Cas oà Vune des forces est le poids même du point 
matériel. — Si plusieurs forces constantes F, F', F^, . . ., 
agissant séparément sur un même point matériel, lui im- 
priment des accélérations cp, cf', cp'^, • . . , on aura 

F p' F" 

? ? ? 

F 

Le rapport - est donc constant pour un point matériel 

donné. En particulier, si Tune des forces est le poids p 
du mobile, Paccélération correspondante sera la quantité 
g = 9"\8o88, et Ton aura 

? g' 
d^on 

Ainsi, rintensiiê de la force constante qui, agissant 
st^l^ sur un point ntatèriet, est capable de lui imprimer'^ 
une «tH^/mi/iow donnée, est égale an produit de cette — 
««\Vlf ntif 011 f*ar le rapfH>n du poids du mobile au nombre — 
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ISO. Cas d^un mobile rie dimensions finies, dont tons 
les points décwent des droites parallèles, — Jusqu'à pré- 
senty il ne s'agit que d'un point matériel. Mais les conclu- 
sions précédentes s'étendent à un corps de dimensions (i« 
nies, dont tous les points, décrivent des droites parallèles 
avec des vitesses égales. En effet, considérons un nombre 
quelconque de points matériels libres, également pesants, 
et sollicités par des forces constantes, égales et parallèles. 
Ces points prendront un mouvement commun, uniformé- 
ment varié; et, pour cbacun d'eux, Téquation précédente 
sera satisfaite. Puisque ces points conservent constamment 
les mêmes positions relatives^ il est clair que leur mouve- 
ment commun ne changera pas s'ils viennent à être liés 
entre eux d'une manière invariable. Mais alors on pourra 
regarder ce corps solide c'omme sollicité par une force 
unique, résultante de toutes les forces élémentaires. Cette 
résultante sera égale à leur somme et appliquée au centre 
de gravité du corps. Si on la désigne par R, et par P la 
somme des poids p de tous les points matériels ou le poids 

même du corps, ou aura 

P 

Réciproquement, si un corps de figure invariable est sol- 
licité par une force unique, constante et appliquée à son 
centre de gravité, tous ses points décriront, d'un mouvement 
uniformément varié, des droites égales et parallèles à la 
direction de la force. En effet, on peut concevoir le corps 
comme partagé en une infinité de points matériels, éga- 
lement pesants, auxquels seraient appliquées des forces 
égales et parallèles, ayant pour somme la force appliquée 
au centre de gravité. L'accélération (p de ce mouvement 
sera liée a la force et au poids par la relation précédente. 

Comme exemple, considérons un corps, du poids de 
100 kilogrammes, qui repose sur un plan horizontal, et 
supposons les surfaces de contact assez polies pour que le 
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irolicment soil négligeable. L'action de la pesanteur sera 
déuuïtib par la résistance du plan : cherclioiis quelle sera 
U forco constante qu il faudra appliquer au centre de gra- 
vité du mobile pour communiquer à tous ses points, dans 
uao direction parallèle au plan, une yitesse de 4 mètres 
par seconde. 

L* intensité R de cette force, exprimée en kilogrammes, 

13t . J)^ la masse. — «Sa mesure au moyen du poids. — 
l^nùi de masse, — L'expérience nous apprend qu'un même 
^âbrl appliqué à des corps de même madère, mais de vo- 
lutu<^ différents, ne leur commtmiqoe pas le même mouve- 
Ukeul : plus le Yolnme du corps est grand, toutes choses 
égales d'ailleurs, plus la force qu^il faut loi a|^li(|uer, pour 
lui imprimer une fîtesse donnée, est grande. On observe 
de plus que, si les corps ne sont pas de même matière, 
celui qui a le plus grand volume n'est pas toujours celui 
qui exige la plus grande force : la diflerence d'effets ne 
dé^>end donc pas seulement du volume du corps. 

Ou dit vulgairement qu'un corps a plus ou moins de 
masse, selon qu^il faut faire un effiMt plus on moins grand 
pc^ur lui conmiuniquer un monvonent déterminé. Mais 
cette notion a besoin d*ètre pressée poor être introduite 
en Mécaniqat. A cet effet, définissons d'abord Végalité de 
muMSse : 

Deux points matériels ont des masses égales, lorsque 
deux Jorces égales appliquées à ces deux points pris à 
/ VirtI de repos y pendant le même temps, leur impriment le 
$Hf^mti mom'emeni. Cotte définilitm ne suppose pas que les 
iliMix points ap(>artiennent à des corps formés de la même 
•llbulinu'o matérielle. Si on lie entre eux deux, trois, 
i|iHili r» . . » points matériels de masses i^ales, on formera 



TROISIEME PARTIE. CIMÉMATIQUE ET DYNAMIQUE. 201 

un nouveau point matériel dont la masse sera dite double, 
triple, quadruple,. . . de celle de Tun des premiers. Ainsi, 
on peut concevoir deux points matériels dont les masses 
aient entre elles un rapport numérique quelconque. 
Maintenant remarquons : i^ qu il résulte de la relation 

s 



que, tant que le rapport - ne change pas, la force F, ca- 

pable d'imprimer au point matériel l'accélération ç, ne 
change pas non plus, et qu'elle varie au contraire propor- 
tionnellement à ce rapport; 2^ que si plusieurs points ma- 
tériels de poids p^p'^p'^ viennent à être liés ensemble pour 

p 
former un nouveau point matériel de poids P, le rapport - 

s 

qui lui correspond est la somme - — ^ " ' des rap- 
ports qui correspondent aux premiers points. 

Ces considérations conduisent à admettre, pour me- 
sure de la masse d'un point matériel, le rapport -• Le sens 

du mot masse en Mécanique sera ainsi nettement fixé, sans 
s écarter de l'acception vulgaire. Nous dirons donc que la 
masse d^ un point matériel est mesurée par le rapport de 
son poids au nombre g. 

D*un lieu du globe à un autre, p et g varierdlit pour un 
niême point matériel *, mais leur rapport ou la masse du 
point restera invariable. 

La niasse d*un corps de dimensions finies est la somme 
des niasses des points matériels dont il se compose; et, 
Comme les poids de tous ces points matériels s'ajoutent 
pour former le poids du cprps, on peut encore dire que la 
^n,asse d^un corps quelconque est représentée par le rap^ 
port de son poids au nombre g. 
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D'après cette définition, et vu le choix déjà faitda kilo- 
gramme pour unité de poids, V unité de masse sera la masse 
d'un corps dont le poids est égal à g kilogrammes, c'est- 
à-dire 9"*,8o88 (à l'Observatoire de Paris). On peut dire 
enix)re que cette masse est celle de 9,8088 décimètres cubes 
d'eau distillée, prise au maximum de densité. 

Remarquons que ce nombre représente, suivant qu'il 
est rapporté au mètre ou au kilogramme, l'accélération due 
à la pesanteur, ou le poids de Funité de masse. Il sert de 
mesure à l'intensité de la pesanteur en chaque lieu. 

Dans le même lieu, les masses de deux corps sont pro- 
portion nalles à leurs poids. 

Ce qui distingue les corps homogènes des corps hétéro- 
grnes, c'est que, dans les premiers, des volumes égaux ren- 
ferment des nombres égaux de points matériels, également 
pesants ou ayant des masses égales; tandis que, dans les se- 
conds, les points matériels, toujours également pesants, ne 
sont plus répartis en même nombre sous le même volume. 

Remarque, — La division de la masse d'un corps efi une In- 
finité (le points matériels infiniment petits suppose qu'il est formé 
d'une matière continue, ce qui n'a pas lieu dans la nature : les 
corps naturels sont composés de molécules matérielles disjointes, 

et séparées les unes des autres par des intervalles vides de ma 

tière pondérable. Il semble donc qu'il y ait ici contradiction. 

Néanmoins, comme les molécules échappent par leur extrême pe 

titesse à tous nos moyens d'observation, rien n'empêche de con 

cevoir les cofps comme divisés en parties matérielles de grandeuc=^" 
finie, qui renferment des nombres immenses de ces molécules, ( 
qui n'aient encore que des dimensions insensibles. Ce sont 
dernières parties matérielles que l'on peut regarder comme répan — 
dues dans la totalité du volume, et ti:aiter comme des éléments éT^^ 
wûj^e infiniment petits. Nous n'approfondirons pas davantaj^^ 
cette difficulté, qui exigerait, pour être complètement levée, d^r-s 
développements tirés du calcul intégral. 

1 52. Mesure des forces constantes en ayant égard ai^^^ 
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basses, — Si Ton pose 

g g 

l'expression des forces F, R (149, 150) deviendra 
(i) F = /W(p, R=:M(p; 

et ces résultats s'énouceroiit ainsi : 

I^ intensité d'une force constante a pour mesure le 
produit de la masse du mobile par l'accélération qu'elle 
lui imprime. 

Il entre (jians les équations précédentes quatre grandeurs 
diflérentes : longueur^ temps, force et masse. Quant à Fac- 
célération ou vitesse acquise dans l'unité de temps, ce n'est 
pas une grandeur sui generis : elle dépend des unités de 
longueur et de temps. Nous avons déjà pris pour ces deux 
unités le mètre et la seconde. Nous venons de fixer l'unité 
de masse. Dès lors, l'unité de force n'a plus rien d'arbi- 
traire : ce doit être la force qui, appliquée à l'unité de 
masse, lui imprime dans l'unité de temps une vitesse égale 
à l'unité de longueur. Or, l'équation 

g 

donne, pour <f = i et p c= g^ F = 1*^**5 l'unité de force 
n'est donc autre que le kilogramme, auquel nous avons 
déjà rapporté toutes les forces dans la Statique. 

Nous pourrons, dans ce qui va suivre, nous borner à 
conserver l'une des équations (i), 

ea entendant que la force F est appliquée, soit à un point 
Matériel, soit au centre de gravité d'un corps solide de di- 
lUensions finies dont tous les points décrivent des droites 
parallèles. 
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du mouvement. Le mouvement devient uniforme, et c'est 
la vitesse de ce dernier qu'on observe! Dans cette expé- 
rîence^ la vitesse est donc considérée sous le second point 
de vue qui vient d'être défini, et dont l'accord avec le pre- 
mier a été mis en évidence. 

144. Loi du mous^ement relatif. — Il s'agit maintenant 
de déterminer la relation qui existe entre la variation de 
la vitesse et l'intensité de la force qui la produit. Cette 
relation se déduit d'une loi générale, qu'il n'est pas pos- 
sible d'établir à Taide du seul raisonnement. Nous la pré- 
senterons comme un résultat de l'expérience, confirmée par 
l'accord qui existe entre ses nombreuses conséquences et 
les phénomènes observés. Cette loi, dite du mouvement 
relatif, s'énonce ainsi : 

Si un système de points matériels libres m, m', m^\ . . . 
(fg. Il 6) se meut suii^ant des droites parallèles , avec des 
vitesses quelconques, constantes ou variables, mais les 

Fig. II 6. 
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mêmes à chaque instant pour tous les points , et que l'un 
d^eux m vienne à être sollicité par une certaine force 
(autre que celles qui produisent le mouvement commun), 
son mouvement relatif sera le même que si le mouvement 
commun n existait pas. 

Ainsi, soit m A l'espace que la force ferait parcourir au 
point m partant du repos, si elle agissait seule sur lui, dans 
la même direction, pendant un intervalle de temps hi ce 
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point va s'écarter de la figure mobile mm! mP^^ et son ëcart> 
ou mouvement relatif y au bout du temps h^ sera précisé- 
ment égal et parallèle à m A. En sorte que, si la figure s'est 
transportée pendant ce temps en fxfx'fx'^,. • ., la position 
réelle du point m s^ob tiendra en menant fxa égale et paral- 
lèle à mA. Le mobile occupera donc le sommet a du pa- 
rallélogramme ayant pour côtés les espaces m A, mjx qui 
seraient décrits simultanément, Tun en vertu du mouve- 
ment propre y l'autre en vertu du mouvement commun, 

145. Lorsqu une force agit sur un point matériel déjà 
animé d^une vitesse, de même direction que la force ^ la 
vitesse au bout d'un temps quelconque est la somme (al- 
gébrique) de la vitesse initiale et de celle que la force est 
capable d^impritner dans le même temps au mobile par- 
tant du repos. — Considérons une force F agissant danvS 
la direction Ox (fig-ny) sur un point m, déjà animé 

Fig. 117. 
m' V-' 



d'une vitesse «^0 de même direction que la force. Il résulK; 
de la loi précédente que l'accroissement de vitesse qui aura 
lieu, au bout d'un temps quelconque, sera indépendant 
de la vitesse initiale. En effet, pour revenir à un système 
de points matériels, imaginons un ou plusieurs points, 
tels que m', qui décrivent des droites parallèles à 0.r 
avec la vitesse constante i^^. Si la force F n'existait pas, 
le système {/n, m',...) décrirait d'un mouvement com- 
mun, pendant le temps /, l'espace 

miL=: m' II! = v^t. 

Mais la force intervenant, et agissant sur m seul, la po- 

i3 
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mouvement uniformément varié qui prendrait naissance si la force 
conservait constamment r intensité qtCelle a à cet instant» 

On remarquera Tanalogie parfaite qui existe entre les deux 
acceptions que Ton peut attribuer à Paccélération, et celles que 
nous avons déjà trouvées pour la vitesse dans le mouvement rec- 
tiligne varié. 

Il résulte immédiatement de là et de la mesure des forces con- 
stantes (152), que rintensité d'une force variable a pour mesure 
à chaque instant le produit /ti f de la masse du mobile par Tac- 
célération qui a lieu à cet instant. Tout ce qui distingue ce cas 
de celui d'une force constante, c'est qu'ici Taccélération ^ est 
une quantité variable^ dérivée de la vitesse considérée comme 
fonction du temps. 

155. Récapitulation des formules du mouvement rectiligne, — 
£n désignant par F la force appliquée au point dont la masse 
est iTi; par x l'espace parcouru au bout du temps t^ ou mieuz^ la 
distance du mobile à un point fixe pris sur la droite qu'il décriât 
et par dtXy d^x^ les dérivées première et seconde de cette fonction 
du temps; par p et (p la vitesse et l'accélération qui ont lieu à l'é- 
poque tf et par dtv la dérivée de v par rapport au temps^ on a 

V =. dtX, 

^=zdtV=:dtX^ 

Y = m(D = mdtV = md/X, { m =: — | • 

Quand on ne considère qu'un seul point matériel en mouve- 
ment, rien n'empêche de prendre sa masse m pour unité : cela 
simplifie l'écriture des équations. Le poids p du mobile devient 
alors le nombre g, et Ton a F = y. 

Les formules précédentes sont d'un usage continuel dans la 
Dynamique. 

Quand l'espace x sera donné en fonction du temps, la vitesse et 
la force à un instant quelconque s'en déduiront simplement par 
les règles du calcul des dérivées. 

Mais, d'ordinaire, ce n'est pas ainsi que la question se pose : 
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c'est raccélérati(in «p qui est donnée en fonction du temps ^, on de 
l'espace x, ou de la vitesse Vy ou même de ces variables combinées ; 
et il s*agit d'en déduire les expressions de p et de x en fonction 
de /. La résolution complète de ce problème exige Temploi du 
calcul intégral et des séries. 

156. De la réaction égale et contraire à V action, 
— Lorsqu'un corps est mis en mouvement, l'expérience 
montre que Y action de l'agent moteur sur le corps est tou- 
jours accompagnée d'une réaction , égale et contraire, du 
corps sur le moteur. 

Supposons, par exemple, qu'un poids soit suspendu au 
crochet d'un dynamomètre très-sensible, et qu'à l'aide 
d'une corde inextensible attachée à l'anneau on imprime à 
ce poids un mouvement uniformément accéléré. On verra 
le dynamomètre accuser, pendant toute la durée du mou- 
vement, une flexion constante, supérieure à celle que 
produit le poids à Tétat de repos. Le ressort est donc tiré à 
chaque instant par deux forces égales et contraires : l'une 
dirigée de bas en haut, qui est l'action du moteur, l'aulie 
dirigée de haut en bas, qui est la réaction du mobile. 

Dans cette expérience la force motrice est constante. 
Soient F son intensité, P le poids mobile (y compris celui 
du ressort auquel il est attaché), ç l'accélération du mouve- 
ment et i^ la vitesse au bout du temps £ ; on a 

F-.Pzz:?.y, 
ë 
d'où 

C'est l'excès de F sur P qui produit l'accélération. Si le 
mouvement devient uniforme, on a ç ■= o, et par suite 



et 
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F = P. Le dynamomètre reprend alors la même flexion 
qu'à l'état de repos ou d'équilibre, c'est-à-dire celle qui est 
produite par le seul poids P. 

L'égalité entre l'action et la réaction subsiste aussi pour 
une force d'intensité variable, car on peut considérer à 
cbaque instant l'intensité actuelle de cette force comme 
demeurant constante pendant un intervalle de temps in- 
finiment petit. 

Enfin, l'on étend cette loi aux actions mutuelles de tous 
les points matériels, même lorsqu'il n'existe plus entre eux 
de liens physiques susceptibles de manifester la réaction et 
on la formule ainsi : 

Toutes les fois qu'un point matériel m agit sur un point 
m\ pour lui imprimer une certaine quantité de mouK^e- 
ment, m' réagit sur m pour lui imprimer une quantité de 
moui^ement égale et contraire. 

Il en est de cette loi générale comme des autres prin- 
cipes que nous avons déjà posés, bien qu'imparfaitement 
établis par l'expérience directe. Leur vérité est confirmée 
par l'accord constant qui existe entre les conséquences de 
la théorie et les phénomènes observés. 

157» Du cas oà la vitesse initiale du mobile ri! a pas 
la même direction que la force. — Mouvement parabo^ 
lique des projectiles. — Nous avons admis jusqu'ici que la 
vitesse initiale du mobile était de même direction que la 
force. S'il en est autrement, le mouvement cesse d'être 
rectiligne. 

Il résulte des lois de l'inertie et du mouvement relatif, 
que pour déterminer les positions successives d'un point 
matériel sollicité par une force de direction différente de 
celle de la vitesse initiale, il faudra composer k chaque in- 
stant deux mouvements isimultanés rectilignes, savoir : le 
mouvement uniforme qui aurait lieu dans le sens de là 
vitesse initiale si la force n'existait pas, et le mouvement 
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varié que la force imprimerait dans sa propre direction si 
le mobile partait du repos. Nous avons déjà montré (139), 
sans avoir égard à la force, comment la composition de ces 
deux mouvements conduisait à une trajectoire cun^iiigne. 

Notre but n*est point d'établir les équations générales 
du mouvement résultant. Nous nous bornerons à complé- 
ter les notions qui ont été données sur le mouvement para- 
bolique. 

Supposons qu'un projectile pesant soit lancé avec une 
vitesse a, inclinée d'un angle a sur Thorizon, et que la ré- 
sistance de Tair soit négligeable. Soient OA (^g* ii8) la di- 
rection de cette vitesse, O le point de départ du mobile que 
nous réduisons à un simple point matériel ('^), OF la ver- 
ticale suivant laquelle agit la pesanteur avec une intensité 
constante, mesurée par Taccélération g == p'^'jSoSS. 

11 é&t évident que le mobile ne sortira pas du plan ver- 
tical FOA. Pour déterminer la trajectoire, nous rappor- 
terons ses divers points à deux axes tracés dans le plan : 
l'horizontale O a: et la verticale Oy dirigée en sens inverse 
de la pesanteur. 

En vertu de la vitesse initiale seule, si la pesanteur n'a- 
gissait pas, le mobile parcourrait d un mouvement uni- 
forme, au bout du temps f, l'espace OB = at. En vertu de 
la pesantçur seule, sans vitesse initiale, il tomberait sui- 
vant la verticale, pendant le même temps, de la quantité 

oc = lgtK 
Donc (144) le mobile occupera, au bout du temps r, le 



(*) On démontre, dans la théorie du mouvement d'un corps solide libre, 
que, quelles que soient les dimensions du corps, le mouvement de son centre 
de gravité est le même que celui d'un point matériel pesant, où toute la 
masse du mobile serait concentrée, et où la vitesse initiale et les forces 
seraient transportées parallèlement à elles-mêmes. 

•4 
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sommet m du parallélogramme BOCm. Cela posé, si Too 

Fig. 118. 




prolonge Bm jusqu'à la rencontre de l'axe Ox en P, et que 
Ton désigne ÔP par Xj mV par j)^, on aura 



xz= atcosoLy 
j = BP — B/w = «^ sina ^1». 

Ces expressions de x et de^ déterminent complètement les 
mouvements recUlignes des projections P et Q du mobile 
sur les deux axes. On voit que la projection P parcourt 
rhorizontale Ox avec une vitesse constante acosa, qui n'est 
autre que la projection sur cet axe de la vitesse initiale a. 
En même temps, la projection Q parcourt la verticale 0/ 
d'un mouvement uniformément retardé, dont la vitesse, au 
bout du temps f, est la dérivée de la fonction y par rapport 
au temps, c'est-à-dîre 



a^moL 



g^' 



Ces résultats pouvaient être prévus, d'après ce qui a été 
dit (n*" 135 et 136) sur la composition et la décomposition 
des vitesses. En effet, la^vitesse initiale a peut être rempla- 
cée par ses deux composantes acosa, asina dirigées sui- 
vant Ox et O^. La première détermine seule le mouve- 
ment de la projection horizontale du mobile. La seconde 
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se combine avec FactioQ exercée en sens contraire par la 

pesanteur, ponr déterminer le monvement de la projection 

verticale. 

Le mobile s'élèvera au-dessus de Tborizon Unt que la 

vitesse de sa projection verticale sera positive^ cW^A-^dire 

tant que Ton àUra 

asina>>^ 

Le mairimum de banteur répond an temps 

asina 

= -- -, 

S 
et ks valeurs corre^ndantes de je^ et j^ sont 

g'singcosa ^ _ a' sin* a 

x.^ ^ , ^,_— _. 

Pour simplifier ces résultats et ceux qui vont suivre, on 
introduit la hauteur de chute h qui correspond i la vitesse 
initiale (131) , en posant 

et il vient 

X, :±= A sin 2ee, Xi = à sîn* a. 

Ces valeurs fixent la position du point le plus haut S de la 
trajectoire. Pour a = 45 degrés, on a 

h 

Le projectile, lancé sous un angle de 4^ degrés, s^élève 
donc à une hauteur moitié de celle qu'il atteindrait s'il 
était lancé dans la verticale. 

Le temps continuant à croître, le mobile se rapproche 
de Thorizon, et il Tatteint en un point D pour lequelj- = o, 
c'est-à-dire au bout du temps 



2asina 
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temps double de d. Il emploie donc le même lemps pour 

redescendre que pour monter. La valeur correspondante 

de xest 

0D= 2 Asinsa; 

on l'appelle VampUtude du jet. Elle est double de la dis- 
tance 01 qui répond au point le plus haut. Elle ne change 
pas quand on change a en 90^ — a : il y a donc deux direc- 
tions, faisant avec l'horizon des angles complémentaires, 
suivant lesquelles le mobile lancé avec la même vitesse at- 
teindra l'horizon au même point. Le maximum d'ampli» 
tude du jet répond à a = 45 degrés, et il est égal à aA, 
c'est-à-dire double de la hauteur due à la vitesse initiale. 

Pour avoir Véquation de la trajectoire, on éliminera t 
entre les expressions générales de x et àej^ et il viendra 



y z=i X tang a — 



4Acos'i 



C'est l'équation d'une parabole qui a pour sommet le 
point S, pour axe la verticale SI, et dont la tangente à l'ori- 
gine O a même direction que la vitesse initiale (*). 

Parabole de sûreté. — Nous avons vu qu'avec une vi- 
tesse initiale de grandeur donnée, l'horizon peut être at- 
teint sous deux directions. 



(*) En chassant le dénominateur et complétant le carré du binôme 
formé par les termes en x, on donne à Téquation la forme 

(jc — 3&sinacoS0e)'= 4^cos'a(&sin'« — y); 

d'où Ton Toit qu*en posant 

X =- 3 ft sin a cos a -t^ X, y = h sin' a — Y, 
il fient 

X« = 4Aco8'a.Y. 

Sous cette forme la propriété caractéristique de la parabole est en évidence. 
Le changement des variables or, / en X, Y a eu pour effet de transporter 
Vorigine des axes du point O au sommet S. 
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En général, un point déterminé du plan sera atteint en 
lançant le projectile avec une même vitesse, suivant deux 
directions difiërentes. En effet, prenons pour inconnue 
dans Téquation précédente la valeur de tanga, qui répond 
à un système de valeurs (x', jr') attribuées k x ei jr-y nous 
aurons Téquation du second degré 

ar"laiig*a — /^hx' tanga -h (a:" 4- /^hy) = o; 

d'où 

tanga= 1;.±P ^4A»- 4^/-*''. 

Si donc on a 

4A'>4^/-ha:'% 

il y aura deux valeurs réelles de tanga, et, par conséquent, 
deux directions sous lesquelles on atteindra le point (x'^y) . 
Si l'on a au contraire 

4A'<4V'-H^'% 

le ppoUème sera impossible : le point donné ne pourra être 
atteint sous aucune direction. 
Enfin si l'on a 

4A^=r4V-Har'S ou :r'»=r 4A (A — /), 

les deux directions se réduiront à une seule. Cette dernière 
équation convient à une infinité de points du plan, puis- 
qu'en prenant à volonté x' on en tire une valeur corres- 
pondante pour y'. Elle représente une parabole qui a pour 
axe la verticale Oy, et dont le sommet est à la hauteur 
OH = h. 

' Cette courbe a reçu le nom de parabole de sûreté^ 
parce qu'elle est la ligne de démarcation entre les points 
du plan qui peuvent être atteints par le projectile sous 
deux directions différentes, et ceux qui sont garantis de 
toute atteinte. 
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158* application des prineipçs précédants an cas laplUiS simple 
du choc des corps. — r Deux sphères homogènes» doni iQixs, les 
points décrivent des droites parallèles à la ligne qui joint leurs 
centres C, C'y viennent se choquer en un point A de leur sur- 
face. On donne les masses /n, m' des deux mobiles, leurs vitesses 
(», (^^ à Finstant où le choc commence ; et la question est de- déter- 
miner leurs vitesses Y, V à la fin du choc. 

peip^ sont des quantités d^ ooéme signe oudesîg^i^ ^ntraires, 
selon que les deux sphères vont dans le même sens ou à la ren- 
contre l'une de l'autre. Nous conviendrons de donner le signe + 
à la vitesse v que nous supposons dirigée de C vers C et plus 
grande que i>'. 

Pour se faire une idée juste du phénomène qui nous oecupe, il 
faut avoir égard à deux propriétés de la matière, la compressibi- 
lité et rélasticité. Quand deux corps se choquent, ils exercent 
d'abord Ttin contre Kantve, à raison de la différence des vitesses, 
d^s effoiTts pins ou moins considérables, en vertu desquels leur 
figure subit près du point de contact une certaine déformatioit« 

Puis, rélasticité entre en jeu, et les deux corps tendent à re- 
prendre leur figure primitive, en continuant à s'appuyer l'un 
cofitFQ l'atUAi^e. Ëp^Q i}^ se sépar^nt^ €t U (^c ^ tqrim^* 

Nous pouvons donc distingue!} djeins^ le ahfiQ dieuix. périodes*. 
Dans la première, la vitesse c de la sphère m diminue d'wi^ ma- 
nière continue et celle de m' augmente, jusqu'à ce que les deux 
vitesses soient devenues égales : à cet instanti, les dieux corps 
n'exercent plus aucune pression l'un sur l'autre. Dans la seconde 
période, la sphère m conthiue à perdre graduellement de sa vi- 
tesse et la sphère n^' à en gagner^ jusqu'à ce que les deux corps 
sesépacent; 

Tout cela se passe* dans- un temps très--court, sans déplacemeni^ 
seD^Ue des masses; c^est pourquoi Fon peut négliger^ pendant la 
durée du choc, l'effet des forces motrices ordinaires telles que la 
geâ|apteur,.^ffi^t inco^^^pamblonant ptis petit queoeiuides actions 
ipii|tiielle« des deux covps ei^ contact* 

Cela posé, entrons dans le détaU du calcul. 

Am bQujt, du t^ïBp$,t^, qpji répoud à, que époque qi^leanqDe de 
la durée du choc, soient x et x' les distances des centres G et. G' à 
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une origine fixe que nous prcfndroifs à gauche de C sur la ligne 
des centres; R Impression exercée au ménie insunt par la masse m 
sut m^, laqneNe est appliquée a» point A et dirigée snmitt la 
normale oonnmme Ck€f dans le sens A€'. La réaction de la masse 
m' sur m sera égale et contraire à R. Si l^on oon^çoit que ces forces 
soient appliquées aux deux mobiles, et qu'on traiirsporte leurs 
points* cfappIieatiGn aux ceMre» G, G', ces centres se mouvront 
évidemmeM comme deux points matériels libres, de masses rk 
et m', sêlHcités l'un par la force — R, Fautre par la force + R, 
et Ton aura (155) 

mdt xz=z — R, m* d]sd = -+- R. 

La fonction R non^ est intonnue; mais, en sg'outant les dieux équa- 
tions membre à membre, R disparaît, et il vient 

md]x -f- /w' dg x' = o, 

d'où 

( 1 ) mdfX -f^ m' dfX^ == c, 

c désijgnatnt une constante^ c'est-'à-dire' une quantité indépendante 
du temps. 
Qhty à Finstant oà le choc commencé, on a par hypothèse 

dtX=zi^y dto/znv^; 
donc 

c .:=: m» -\r m' 9' j 

et substituant dans l'équation (i), on a 

(2) mdtX -^ m' dtX^ =: mv -^ m' i>\ 

Ainsi, la somme des quantités de mouvement des deux corps reste 
constante pendant toute la durée du choc» 

A la fin de la première période du choc, les vitesses des deux 
corps sont devenues égales^ soit u leur valeur commune : on tire 
de l'équation ( 2 ), en faisant dtX = dtx' z=:Uy 

mu-^m^v' 

(3) M = ;-• 

^ ^ m -h m' 
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Si les corps étaient complètement mous, c'est-à-dire entièrement 
dépourvus d'élasticité, cette période du choc existerait seule, et 
tout serait fini au moment que nous venons de considérer. Les 
deux masses se mouvraient avec la vitesse commune donnée par 
la formule ( 3 ), en restant juxtaposées et conservant la déforma- 
tion que le choc aurait produite. 

Les corps mous que la nature nous présente se rapprochent 
plus, ou moins de ce cas extrême. Dans les applications numé- 
riquesy on remplacera les masses m, m' par les poids P, P' qui 
leur sont proportionnels* 

La vitesse p étant supposée plus grande que p', on voit aisément 
que la valeur de u est plus petite que p et plus grande que p'. 
Ainsi la sphère m a perdu une partie p — u de sa vitesse, et la 
sphère m' a gagné u — p'. Il résulte de l'équation (2) que les 
quantités de mouvement m (p — a j, m' {u — p'), gagnées et per- 
duesy sont égales. 

Le sens du mouvement commun sera celui du corps qui pos- 
sédait avant le choc, non pas toujours la plus grande vitesse, 
mais la plus grande quantité de mouvement. Car si m% par 
exemple, va au-devant de m, sa vitesse p' sera négative et le sens 
du mouvement commun sera déterminé par le signe de la somme 
algébrique mp-h/nV. Si mp l'emporte sur la valeur absolue de 
/nV, u sera positif et je mouvement commun aura lieu dans le 
sens ce, qui est celui du mouvement de la masse m. 

Si les deux mobiles vont à la rencontre Pun de l'autre avec des 
quantités de mouvement égales, on aura 

mp= — /îf'p', 
et, par suite, 

ks deux corps se réduiront au repos. 

On trouve encore u = o, quand on suppose 

p' =: o et m' ==co . 

Cette hypothèse d'une masse infiniment grande et en repos 
avant le choc correspond au cas d'un obstacle inébranlaUe contre 
lequel le corps mou vient se buter. 
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Si mz= m'y OD a 



La vitesse commune des deux masses égales est la moyenne 
arithmétique de leurs vitesses primitives. 

Revenons au cas où les corps sont élastiques. Nous suppose- 
ronSy pour simplifier le problème, que Télasticité soit parfaite, 
c'est-à-dire que les deux sphères reprennent exactement leur 
forme primitive, et que la pression normale R repasse, après le 
moment où les vitesses se sont nivelées, par les mêmes valeurs 
qu'elle avait avant cet instant, pour des valeurs égales de la dis- 
tance des deux centres. Dans cette hypothèse, on peut admettre 
comme évident que les masses m^ m' éprouveront, durant la se- 
conde période du choc, l'une une perte de vitesse, l'autre une 
augmentation précisément égales à celles qu'elles ont éprouvées 
durant la première. Leurs vitesses finales seront donc 

^^^ ( V'=aH-(ii — P')z=2w— p'; 



et, remplaçant u par sa valeur (3), 

(5) 



[m — /7l' ) p -f- 2 iw' p' 



, (m' — m) p'-f- 2/wp 

m •+■ m' 

Les formules (4)9 retranchées Tune de l'autre, donnent 

V— V'=:— (P— P'), 

/ 

ce qui montre qu'après le choc de deux sphères parfaitement 
élastiques, la vitesse relative change de signe en conservant la 
même grandeur absolue. 

Examinons quelques cas particuliers. 

Si l'on suppose p' =r o, les formules (5) donnent 

m — m' 2w 

V = : t>, V =- , Vf 

m -\- m m -h m 
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ainsi la sphère m, qui était seule en mouvement au début du 
choc, continue à se mouvoir dans le même sens, si sa masse est 
plus grande que celle de Vautre ; dans le cas contraire, elle se ré- 
fléchit. Si Ton suppose en outre la masse m' excessivement grande 
par rapport à m, on a 

V =z - P, V = o, 

ce qui indique que la sphère élastique venant frapper on obstacle 
fixe, se réfléchit avec une vitesse égale et contraire à ceAe qu'elle 
avait avant le choc. Si m = m', on trouve 

V=o, V'=P. 

Ainsi, la sphère choquée prend la vitesse de l'autre qui est réduite 
au repos. 

En général , Thypothèse m = m^y introduite dans les for- 
mules (5), donne 

V = (/, V = <^. 

Il y a donc échange de vitesse entre deux masses égales, parfai- 
tement élastiques, qui se choquent. 

Bien que les corps naturels ne soient jamais doués d'une élasti- 
cité parfaite^ ces résultats de la théorie sont sensiblement confir- 
més par les expériences que Ton fiût dans les cours de Physique 
sur le choc des billes élastiques. 

Le cas des corps complètement mous et celui des corps par£ii- 
tement élastiques sont les seuls oii Ton sache déterminer les vi- 
tesses finales des deux mobiles entre lesquels le choc a eu lieu. 
Mais quel que soit le degré d'ékstioité, on peut établilr une pro- 
position importante concernant le mouvement du centre de gravité 
du système» 

Soit Xx la distance de ce centre de gravité au point déjà pris 
pour origine des distances x et x'. Le théorème des moments (40J 
donne, en remplaçant les poids par les masses qui leur sont pro- 
portionnelles, 

[m -H m')xi=^ mx -h m' x\ 

et, prenant les dérivées, 

(m -+• m')dtXx = mdtx -h m' dtx' , 
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Or le second membre de cette équation a une ^râleur constante 
d'après Péquatioa (2). Donc il en est de m«rae de la riiesse dtXy, 
Désignons-la par P| ; nous aurons, avant eomme après le choc, 



Ainsiy Ut vitesse du centre de gravité n'est pas altérée par le choc 
des corps sphériques mous ou élastiques. Elle est égale à la somme 
des quantités de mouvement initiales des deux corps divisée parla 
somme des masses. 

Cette proposition n'est qu'un cas particulier du principe de la 
conservation du mouvement du centre de gravité^ que Ton démon- 
trera dans un cours plus élevé, pour tout système dont les points 
ne sont soumis qu'à des actions réciproques, égales et contraires. 



EXERaCES. 

I. Deux corps pesants partent en même temps de deux points 
élevés de la même hauteur h au-dessus de l'horizon. L'un suit la 
verticale sans vitesse initiale; l'autre est assujetti à descendre le 
long d'un plan incliné avec une vitesse initiale donnée. — Déter- 
miner rinclinaison de ce plan par la condition que les deux mo- 
biles atteignent en même temps l'horizon (on néglige le frottement 
et la résistance de l'air). 

n. Deux corps pesants situés sur une ligne horizontale sont 
lancés au même instant dans un même plan vertical, avec des vi- 
tesses différentes et dirigées perpendiculairement l'une à l'autre. 
— Déterminer : i® le temps au bout duquel la distance des deux 
mobiles sera minimum \ 7.° la condition pour qu'ils se rencontrent 
et le temps au bout duquel la rencontre aura lieu. 

III. Le centre d'un corps sphérique élastique en repos, dont 
la masse est /n, est situé à une distance donnée d'un plan fixe. 
Ce corps est choqué par une autre sphère élastique, de masse /?/, 
animée d'une vitesse donnée^ commune à tous ses points et diri- 
gée perpendiculairement au plan fixe : après le clioc^ il va se ré- 
fléchir contre le plan et vient de nouveau rencontrer la sphère m' 
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en un point donné de la droite que son centre parcourt. — 
Connaissant la masse m', on propose de déterminer /w, et récipro- 
quement. (Comme les sphères sont supposées homogènes, on 
remplacera les masses par les cubes des rayons qui leur sont pro- 
portionnels. On négligera l'action de la pesanteur entre les deux 
rencontres.) 
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DIX-NEUVIÈME ET VINGTIÈME LEÇON. 

Programmb. — Notions sur le travail des forces. — Ce qu'on appelle travail 
d'une force constante appliquée à un point dont le déplacement est 
rectiligne. — Unité de travail. — Faire Toir que, dans les machines 
simples k Tétat d'équilibre ou de mouTement uniforme, et sollicitées 
uniquement par une puissance et une résistance, le travail moteur est 
égal au travail résistant. (Dans le cas de la poulie mobile, on supposera 
les cordons parallèles. ) — Influence des résistances passiyes. — Dans la 
pratique, le travail moteur est toujours plus grand que le travail 
résistant utile. 

159. Du travail en Mécanique. — L'idée de trauail, 
en Mécanique, implique toujours deux choses : Taction 
d'une force, motrice ou résistante, et le déplacement du 
point d'application de cette force. Par exemple, un poids P 
est suspendu (Jig* 1 19) à une corde qui passe sur une 




poulie fixe et dont l'autre extrémité est tirée tangentielle- 
ment par la main d'un ouvrier. Tant que TefTort exercé 
par celui-ci ne fait qu'équilibrer le poids P, sans lui im- 
primer de mouvement, il n'y a pas de travail mécanique 
produit. Mais si le poids monte d'une certaine hau- 
teur AB = A, le produit PA est dit le travail du poids P, 
correspondant au chemin A. 
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En même temps que la corde s'enroule du côté de la 
résistance ou du poids, elle se déroule d'une quantité égale 
du côté de la force motrice; en sorte que la main de Fou- 
vrier a finalement marché, dans le sens de la tangente, 
d'une quantité CD = h. Si donc F désigne la force mo- 
trice, FA mesure le travail de cette force. Ce qui distingue 
ce travail du précédent, c'est que le chemin parcouru par 
le point d'application C est dirigé dans le sens de lajotce 
motrice, tandis que le contraire avait lieu pour la résis- 
tance P. L'un « reçu le nom de travail moteur^ et l'autre 
de travail résistant. 

De même, si l'on fait agir la vapeur à pression con- 
stante P sur un piston dont l'étendue de la course est /, 
P/sera le travail de la vapeur, etc. 

L'expression de trav^ail, donnée au produit d'une force 
par un chemin parcouru, a été introduite dans la science 
par M. Coriolis {Calcul de Veffet des machines^ 1829). 
Nous reviendrons, à propos du treuil, sur cette dénomi- 
nation, pour montrer comment ce produit peut servir de 
mesure au travail que fait un ouvrier dans sa journée, et, 
par suite, au salaire qui lui est attribué. 

160. Extension de la définition du travail, — Sa me- 
sure. — Nous avons supposé que le point d'application se 
mouvait suivant la direction même de la force, soit dans 
le même sens, soit en sens contraire, et que la force con- 
servait une grandeur et une direction constantes. Il est 
nécessaire d'étendre la définition du travail. 

Quand le point d'application d'une force constante se 
meut en ligne droite, mais dans une direction difierente 
de celle de la force, ce n'est plus le chemin parcouru lui- 
même, mais sa projection sur la direction de la force ^ qui 
entre comme facteur dans le travail. Soient e le chemin par- 
couru par le point d'application d'une force F -, a l'angle, 
aigu ou obtus, que la direction du chemin fjiit avec celle 
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de la force : le travail s^eTprimera par le produit 

Fi CCS a. 

Si 1 on remarque que F cos en représente la jorce csti^ 
mée suii^ant la direction du chemin, on peut dire encore 
que le travail est égal au produit de la force, estimée 
suivant la direction du chemin, multipliée par la longueur 
du chemin. Ce travail sera posidf ou négatif, suivant que 
Tangle a, sera aigu ou obtus, c'est-à-dire suivant que la 
projection du chemin sera dirigée dans le sens de la force 
ou en sens contraire. U sera dit moteur dans le premier 
cas, et résistant dans le second. 

Le travail s'annule dans trois circonstances : 

1^ Quand la force F est nulle. Cas d'un mobile se 
mouvant en vertu de sa vitesse acquise et sans traction. 

2? Quand le déplacement e est nul. Cas d'un mobile 
buté contre un obstacle inébranlable, malgré la traction. 

3^ Quand l'angle en est droit. Cas d'un effort exercé dans 
une direction normale au chemin parcouru par le mobile. 

Quand le point d'application de la force se meut sur 
une ligne courbe, et que la force, toujours d'intensité 
constante, est dirigée suivant une tangente à la courbe (cas 
de la manivelle ordinaire), on conçoit l'arc parcouru divisé 
en éléments t assez petits pour qu'on puisse les considérer 
comme rectilignes et confondus en direction avec les tan- 
gentes successives. Le travail correspondant à chaque élé- 
ment prend le nom de travail élémentaire : c'est le pro- 
duit Fe de la force par l'élément du chemin; et la somme 
de tous ces produits est dite le travail total. Comme F est 
facteur commun, cette somme est égale à F/, / désignant 
la longueur totale de l'arc parcouru. Ainsi, dans ce cas, 
comme dans le premier que nous avons examiné, le tra- 
vail total d'une force d'intensité constante est égal au pro- 
duit de la force par le chemin que parcourt son point d'ap- 
plication. 
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Enfin, dans le cas général, où le déplacement du point 
d'application change continuellement de direction, et où 
la force est elle-même variable d^intensitéet de direction, la 
détermination rigoureuse du travail n'est plus du domaine 
des éléments de Mécanique. Cependant il existe un procédé 
pratique que nous pouvons faire connaître. Supposons 
qu'on ait divisé, comme ci-dessus, le chemin parcouru en 
parties assez petites, pour qu'on puisse les considérer 
comme rectilignes et la force comme constante pendant le 
temps très-court que le mobile emploie à parcourir cha- 
cune d'elles. Les variations de la force auront ainsi lieu 
par intermittences, en passant d'un élément de chemin 
au suivant; et cette hypothèse différera aussi peu qu'on 
le voudra de la réalité. 

Cela posé, portons sur une droite indéfinie ax (fig* 120) 
des longueurs aa'^ a* a"^ a"a!"^. . . égales aux éléments de 
chemin \ et par les points a, a', a", . . . élevons des per- 
pendiculaires ab, a'b'j a"b"^. . . égales aux valeurs cor- 
respondantes de la force estimée suwant les directions 
de ces éléments (valeurs déduites du calcul ou four- 
nies par l'observation). Choisissons la même longueur 
pour représenter les unités de force et de chemin. 
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Enfin, joignons les points 4, 4', 4", i'", . , . par un trait 
continu. Les aires des rectangles ab\a\ a'b'V^a"^, . . me- 
sureront les travaux élémentaires de la force variable, et 
leur somme, ou le travail totale se rapprochera d'autant 
plus de Yaire de la courbe^ c'est-à-dire de la surface com- 
prise entre l'axe ax-, la courbe et les deux ordonnées 



TROISIÈME PARTIE. CflfÉMATIQUE ET DVITÂMIQUE. aa5 

extrêmes, qae les parties dans lesquelles on aura divisé le 
chemin parcouru seront plus petites. 

Or, cette aire peut être mesurée par un moyen méca- 
nique. Il suffit de recouvrir la feuille de papier d'une 
feuille de plomb bien homogène et de la peser. Le rapport 
de son poids à celui d'une feuille de même substance re- 
couvrant Funité de surface exprimera Faire, et par suite le 
travail cherché. 

161 . Unité de trav^ail : hilogrammètre, — Il résulte de la 
définition du travail et du choix déjà fait des unités de 
force et de longueur, que Funité de travail doit être le 
irai^ail correspondant à un poids d^un kilogramme élex^é 
à un mètre de hauteur. Cette unité s'appelle kilogram-' 
mètre. 

L'idée de travail est indépendante de la considération du 
temps. Cependant, quand il s'agit de comparer entre eux les 
résultats fournis par des forces motrices qui fonctionnent 
périodiquement et d'une manière continue, on conçoit qu'il 
y ait lieu de faire intervenir le temps dans l'évaluation du 
travail. Car il n*est pas indifférent pour Findustrie qu'une 
même quantité de travail soit produite dans un temps plus 
ou moins long. Par exemple, la force de Fhomipepeut être 
employée de plusieurs manières à élever verticalement des 
fardeaux. Supposons d'abord qu'on fasse agir l'ouvrier sur 
une manivelle. L'expérience a appris qu'un ouvrier était 
capable de faire tourner une manivelle de o",35 de rayon, 
à raison de 20 tours (environ) par minute, en exerçant 
sur elle un effort tangentiel de 8 kilogrammes; et que ce 
travail pouvait se continuer 8 heures par jour, déduction 
faite des temps de repos. Le nombre de kilogrammètres 
correspondant sera 

3,i4i6x 0,7X20x8x60X8 = 168892^»^ par jour. 

Supposons maintenant qu'on ait l'idée d'utiliser la force 

i5 
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(le riiQinme en lui faisant d'abord gravir une rampe ou 
une échelle sans fardeau ^ puis le faisant descendre, en 
vertu de son poids, dans un plateau suspendu «^ une Corde 
qui passera sur une poulie de renvoi di supportera par 
son autre extrémité le fardeau à monter. L'expérience a 
été faite dans les travaux de terrassement du fort de Vin- 
cennes : le manœuvre, montant une (clielie haute de 
i3 mètres, a pu élever 3io fois par jour à cette m^me hau- 
teur un poids à peu près égal à celui de son corps, soit 
65 kilogrammes. La quantité de travail correspondante est 

3io.65. i3 = 261 95o^«'" par jour. 

On voit que ce mode d'emploi de la force motrice est 
beaucoup plus avantageux que le premier. 

162. Trai^ail de la pesanteur dans le mouyemcnt d'un 
corps ou système de corps pesants, — Soient p le poids de 
l'un des points i^atériels en mouvement*, z sa distance à 
un plan horizontal fixe, à un instant quelconque; Zo sa dis- 
tance initiale à ce même plan; P le poids total du sys- 
tème, Z et Zo les distances de son centre de gravité au plan 
horizontal dans les deux positions considérées. Le théorème 
des moments (40) donne 



(la ca^ractéristiquey désignant une somme de termes sem- 
blables); d'où 

P(Z-Zo) =2/. (*-..). 

Or, le second nombre est la somme des travaux produits 
par les poids de tous les points du système, lorsqu'ils pas- 
sent simultanément de la première position à la seconde; 
et le premier membre est le travail que produirait ud 
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poids iulicpic, ^al à la somme de tous les pokis clcm e u » 
taires, qu'on îmag;iiierait applique ao centre de gniTile du 
système; on a donc ce théorème : 

Xe travaû de la peuuueur, dans le moutfemeni d'an 
corps on srstème de corps pesants, esi le même fue si 
toutes les masses étaient concentrées au centre de gravité. 

Qn Tcnt cpie ee travaû ne dépend pas des tra jecloires dé- 
mtes par les différents points dn système entre les denz 
poisitioDS consdérées, mais nnic|nement de la liaotenr Ter- 
ticale dont le centre de gravité s*est abaissé on éleré. 

Il est bon de remarquer que ce théorème n'exige pas que 
le système soit de figure invariable : le centre de gravité 
est ici un ymsii fictif oà la résultante de tontes les forces 
de la pesanteur serait appliquée à chaque instant, si on 
imaginait cfoe la figure du système fut solidifiée à cet instant. 

163. Des madones à Vétat de mouvement, — Forces 
mouvantes et résistantes. — Jusqu'à présent nous n'avons 
considéré les machines qu*à Tétat de repos, ou plutôt 
d'équilibre. BAais, dans la plupart des cas, les machines 
n*ont pas pour but de faire éqtnlîbre à des résistances ; elles 
doivent les vaîmrre et déplacer leurs points d^application. 
C'est alors seulement qu'il y a un travail prodnit. 

Dans les machines à l'état de mouvement, on distingue 
deu^ genres de forces : 

1^ Les forces mouvantes. Ce sont celles qui impriment 
le mouvement à la machine : telles sont l'action des mo- 
teurs animés, du vent, d'une chute ou d'un cours d'eau, 
de la vapeur, des gaz comprimés ou dilatés^ etc. Les dépla- 
cements de leurs points d'apjJication sont dirigés dans le 
sens même des forces, ou du moins font avec elles des 
angles aigus. Le travail de ces forces est positif on moteur. 

a^ Les forces résistantes. Ce sont celles que la machine 
doit vaiocre. Mais il y a deux ordres de résistances : 

Les unes, telles que la cohésion des molécules des corps 

i5. 
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que l'on veut réduire en poudre, le poids des matériaux 
que l'on veut élever, etc., sont dites résistances utiles. La 
machine, en les surmontant, produit l'effet utile en vue 
duquel on Ta établie. 

Les autres, telles que le frottement des différentes pièces 
de la machine qui doivent glisser les unes sur les autres, 
la résistance au roulement, la roîdeur des cordes, c'est-à- 
dire la résistance que les cordes opposent, par suite de leur 
imparfaite flexibilité, à l'enroulement sur la gorge des 
poulies; la résistance du milieu dans lequel la machine 
doit se mouvoir, etc., sont dites résistances passives . On 
s'attache à diminuer le plus possible leur influence, sans 
jamais pouvoir Tannuler. Nous en donnerons un exemple 
en étudiant le travail des forces dans le treuil (168). 

Il y a cependant des circonstances particulières où les 
résistances passives sont mises à profit : c'est quand il 
s'agit de modérer le mouvement d'une machine, ou même 
de l'arrêter. Mais, en général, il est vrai de dire que les ré- 
sistances passives donnent lieu, durant le travail ordinaire, 
à une dépense de force motrice en pure perte, qu'il faut 
s'efforcer de réduire à son minimum. 

Que les résistances soient utiles ou passives, leurs points 
dapplication se meuvent toujours en sens contraire de ces 
forces, ou du moins font avec elles des angles obtus. Leur 
travail est donc négatif ou résistant. Pour distinguer le 
travail développé par les résistances utiles de celui qui est 
du aux résistances passives, on appelle le premier travail 
résistant utile ^ le second travail résistant passif. 

164. Du frottement pendant le mouvement. — I.a principale 
des résistances passives est la force de frottemenl. Nous l'avons 
déjà étudiée (115) à Tinstaot où un corps commence à glisser sur 
un autre. Nous avons fait connaître les deux lois importantes dé- 
couvertes par Amontons, savoir : 

La force de froUement est proportionnelle à la pression; 

Elle est indépendante de retendue de la surface frottante. 
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Mais, en estimant au tiers Ae la pression la valeur du frottement 
pour le bois et les métaux enduits de graisse, Amontons avait 
beaucoup exagéré reffetdu frottement. D'ailleurs ses expériences, 
non plus que celles de ses contemporains, de Lahire et Parent, 
n'apprenaient rien de précis sur l'influence que pouvait avoir sur 
le frottemefjt la vitesse du mouvement. 

Expériences de Coulomb. — Près d'un siècle après,. en 1781, 
Coulomb exécuta à Rochefort de nouvelles expériences. L'appa- 
reil dont il se servait consistait en un banc horizontal, formé de 
deux madriers parallèles sur lesquels il faisait glisser un traîneau 
plus ou moins chargé {Jig. 121). A cet effet, le traîneau était tiré 

Fig. 121. 




par une corde qui passait sur une poulie de renvoi et supportait 
par son extrémité inférieure un" plateau destiné à recevoir des 
poids. On augmentait peu à peu la charge du plateau jusqu'au 
moment où le traîneau entrait en mouvement. En clouant, sur les 
madriers et sous le traîneau, des règles de diverses substances, on 
pouvait faire varier à volonté les surfaces frottantes. 

Coulomb vérifia d'abord les lois d'Amontons-sur le frottement 
au départ. Il observa en outre que, pour les corps compressibles, 
la force de frottement n'atteignait toute sa valeur qu'après une 
certaine durée de contact, et que cette valeur était plus grande 
au départ que pendant le mouvement. La durée du contact néces- 
saire pour assurer au frottement sa plus grande intensité est très- 
variable d'une substance à une autre : ainsi, pour deux règles de 
bois frottant à sec l'une sur l'autre, elle est d'une ou deux mi-* 
mites j pour des substances hétérogènes, telles que bois sur mé- 
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taux, elle peut être de plusieurs heures; pour les métaux frot- 
tant sur métaux, elle est à peine appréciable. 

Coulomb étudia ensuite le frottement des corps pendant le 
tmouuemcnt. Ayant placé dans le plateau un poids capable de 
vaincre le frottement, il reconnut que les espaces parcourus par 
le traîneau croissaient proportionnellement aux carrés des temps. 
Le mouvement était donc uniformément accéléré, et, par consé- 
quent, dû à une force constante. Or cette force est l'action de la 
pesanteur diminuée de celle du frottement; et comme la première 
est constante, il en résulte qne la seconde Test aussi. 

Soient F la force de frottement, à un instant quelconque; Q le 
poids du traîneau et de sa charge, P celui du plateau chargé, T la 

tension de la corde, ^ l'accélération du mouvement ou —9 e dési- 
gnant Tespace parcouru pendant le temps t compté depuis le dé- 
part. Puisque tous les points du traîneau décrivent dans le glis- 
sement des droites égales et parallèles, ce corps se meut (151) 

comme un point matériel dont la masse serait ^ 9 et auquel serais 
appliquée la résultante T — F. On a donc 

T«F==!^.Hf. 

On a aussi, pour le plateau qui descend du même mo^vemen( 
u qiformémen t accéléré^ 

r. rr, P 2tf 

p — T = ^.— . 

g ^' 

Ajoutant ces deux équations, on élimine l'inconnue T, et il 
vient 

p-.F=^±^.\^ 

équation où tout est connu, excepté F. Elle permettra donc de 
calculer la force de frottement, ou mieux, le coefficient/ quj 

n est autre que le rapport -— • 
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De là celte loi : La force de frottement est indépendante de la 
vitesse du mouvement. 

Dans ces expériences, l'amplitude de la course du traîneau ne 
dépassait pas 4 pieds; et sa durée, 4 ou 5 secondes, était trop 
courte pour que Coulonnib pût Tobserver avec une approximation 
suffisante au moyen d'une montre qui ne lui donnait que les 
demi-secondes. Il restait donc quelque incertitude sur la loi pré- 
cédente. D'ailleurs, tes pressions sous lesquelles Coulomb opérait 
étaient si fortes, qu'elles allaient dans certains cas jusqu'à altérer 
les surfaces. 

Expériences de M. Morin, — En i83t, M. Morin a repris à 
Metz rétude du frottement par des procédés nouveaux, suscep- 
tibles de fournir la mesure précise des espaces parcourue et des 
temps correspondants. Il a aussi étendu la course du traîneau 
à 4 naètres, et les vitesses ont pu varier entre o mètre et 3"',5o 
par seconde. M. Morin a d*abord vérifié la constance du frotte- 
ment, c'est-à-dire son indépendance de la vitesse, pendant toute 
la durée du mouvement. Mais il est bien entendu que ces expé- 
riences n'autorisent à poser la loi que dans les limites des vitesses 
observées (*). 

M. Morin a déplus déterminé, avec toute l'exactitude désirable, 
les valeurs numériques du rapport du frottement à la pression, 
pour les substances qui sont lé plus en usa^e dans les machines, 
telles que bois, métaux, frottant à sec ou avec enduits. 



{*) Des expériences qui ont été faites dans ces dernières années par plu- 
sieurs Ingénieurs, sur le glissement des roues de wagons enrayées sur les 
rails des chemins de fer, ont montré que, lorsque la vitesse du train s'élève 
à 2o ou 25 mètres par seconde, ïe frottement ne peut plus être regardé 
comme indépendant de la vitesse. U diminue sensiblement à mesure que 
la vitesse augmente, toutes choses égales d'ailleurs. Diaprés cela, le rapport 
du frottement à la pression pourrait être représenté par la formule 



K étant une constante qui ne dépendrait que de la nature et de Tétat des 
surfaces frottantes, et a un coefficient positif assez petit pour que, lorsqu'il 
s'agit de vitesses v comprises entre o mètre et 3*",5o (expériences de M. Morin), 
le terme av soit négligeable, ou du moins ne produise dans la valeur de J 
que des variations do même ordre que les erreurs d'observation. 
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Voici quelques nombres extraits des ubleaux publiés par 
M. Morin : 



SURFACES PLAJIBS B?l 
COJITÀCT. 



Chêne sur chêne à fibres 
parallèles 

Chêne sur .chêne à Ûbres 
perpendiculaires. . . . 

Bois debout sur bois à 
plat 

Chêne sur fer 

Fer sur fonte 



SAPPOaT DU FaOTTIllElIT 

A LA PaBSSIOR 

an départ, aprèa nn cootaot 

de qoelqae dorée. 



Sans eodotu Avec eadnlt. 



0,63 
0,54 
0,48 
0,63 

0,19 



0,44 ^ 

(uTon lec.) 



o,i5 

(ialndoax.) 

0,10 
(satodoni.) 



RAPPORT DU FROTT£ME.Tr 
A LA PRESSION 

pendant le ■ 



Sans endnlt. Atoc endalt. 



0,48 
0,34 

0|»9 
0,63 
0,18 



0,16 
(savon MC.) 



0,08 
0,08 



Comme application des formules du mouvement rectiligne au 
frottement, résolvons encore le problème suivant : 

On lance un traîneau sur un plan horizontal, et on observe le 
nombre n de secondes qu'il a mis à décrire Tespace rectiligne e^ au 
bout duquel il s*est arrêté; on propose de déduire de cette expé- 
rience le coefficient/* du frottement relatif aux surfaces en contact 
et la grandeur de la vitesse initiale. 

Soient P le poids du traîneau (qu'il ne sera pas nécessaire de 
connaître) et p, la vitesse initiale inconnue; on a (150 et 132) 



'où 



- ^ = — /P ou «p = —fg:, 



x=zv.t fgt\ 

2 



Au bout du tomps rtj on doit avoir 

p = G et X z=i e. 
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Donc 



et 



d'où 



e = v.n— -^'ï'^ 2"^"'' 






On en déduit aussi la vitesse initiale 



ne 
n 



Supposons, par exemple» que le traîneau, armé de patins en 
acier poli, ait été lancé sur la surface glacée d'une rivière, et quMl 
se soit arrêté au bout de io',2, après avoir parcouru un espacée 
de 20", 4 ; on trouvera 

y =: o,o4 environ, et f» = 4 mètres. 

165- Du frottement des tourillons sur leurs coussinets. — Des 
expériences spéciales, faites à Metz par M. Morin.en i8349 ont 
montré que le frottement des tourillons sur leurs coussinets cylin- 
driques est soumis aux mêmes lois que celui des surfaces planes. 
Pour les substances métalliques graissées de temps en temps, le 
rapport du frottement à la pression a été trouvé égal à 0,07 (en 
moyenne); et, quand l'enduit est sans cesse ren3uvelé, le rapport 
descend à o,o5. 

166. De la résistance au roulement. — l^e frottement implique, 
à proprement parler, l'idée de glissement. La résistance qu'on 
éprouve à faire rouler un corps sur un autre, par exemple une 
voiture sur une route, n'est donc pas un véritable frottement. 
C'est encore à Coulomb qu'on doit les premières notions exactes 
sur la résistance au roulement. 

Cet habile physicien a trouvé : que la résistance au roulement 
est proportionnelle à la pression, et en raison inverse du diamètre 
des roues. Les expériences de M. Morin relatives au tirage des 
.voitures sur les routes ont confirmé ces résultats. De plus, elles 
ont montré que, sur un sol bien empierré et solide, la résistance 
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e$r sensiblement indépendante de la largeur des jantes; mais que, 
sur un sol mou, la résistance augmente à mesure que la largeur 
des jantes diminue. 

167. Des machines à Vétat de moui^ement uniforme. — 
Lorsqu'une machine entre en mouvement sous Taction 
continue d'un moteur, les vitesses de ses différents points 
commencent par prendre des valeurs croissantes-, mais elles 
ne tardent pas à atteindre des maxima qui dépendent et de 
la nature du moteur et de l'effet utile que Ton cherche à 
produire. Le mécanicien fait en sorte qu'à partir de cet 
instant les vitesses se maintiennent dans ces maxima ou du 
moins s^en écartent très-peu (^). Quand la machine est ainsi 
arrivée à son état permanent, son mouvement est uniforme 
ou du moins composé de périodes uniformes. Pour plus de 
simplicité nous supposerons Tuniformité parfaite. 

Puisque le mouvement est uniforme, les deux genres de 
forces dont nous venons de parler doivent se faire à chaque 
instant équilibre, comme si la machine était en repos. Car, 
d'une part, l'action de chaque force est indépendante du 
mouvement antérieurement acquis (145, 157); d'autre 
part, si toutes les forces ne se détruisaient pas, il y aurait 
nécessairement des parties de la machine dont le mouve- 
ment irait en s'accélérant ou en se ralentissant. Nous 
allons revenir sur ce point. 

168. Égalité du trav^ail moteur au traitait résistant, 
— Passons en revue les machines simples, en les supposant 
sollicitées uniquement par une puissance et une résistance, 
çt faisons voir que, diaprés les lois d'équilibre déjà établies, 
le travail moteur est égal au tras^ail résistant. Les déplace- 
ments que nous considérerons seront ou effectifs y ou w- 
tuels, c'est-à-dire n'ayant pas réellement lieu, mais toujours 
compatibles avec les conditions actuelles du système. 

(*) On atteint ce but h Taide des votants, dont la description et la théorie 
ne saurMent trouver place dans ce Cours élémentaire. 
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Cas du treuil. — Le cylindre tourne avec une vîiesse 
constante sous l'action de la puissance P, appliquée dans un 
plan perpendiculaire à Taxe, à Vextrétnitédubras de levier 
CD (fig> 122) ^ la corde s'enroule sur le cylindre CIN, et le 

Fiç. 122. 




poids Q monte. Je dis qu'on a entre P et Q Téquation 
d'équilibre (99) 

(i) ^P = Qq 

(p désignant CD et 9 CN). 
On conçoit, çn effet, que si la puissançei P éuit plus 

grande que Q - » on pourrait la décomposer en deux forces 
de mèmedirection, Tune égale à Q -» qui tiendrait le poidsQ 

en équilibre ; l'autre égale à ( P — Q - ) » qwî aurait tout son 

effet pour accélérer le mouvement (nous faisons abstraction 
des résistances passives). Si, au contraire, on supposait 

P <;Q -> on pourrait encore remplacer cette force par deux 

autres : Fiine, de même direction, égale à Q -» qui ferait 

équilibre au poids Q, et l'autre égale à la différence 

( Q - — P ) » mais de direction contraire^ qui agirait pour 

retarder le mouvement de rotation et finirait par en changer 
le sens. Or ces deux conséquences sont contraires à Tby- 
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pothëse. Nous en concluons que Téqualion (i) doit subsister 
dans le treuil h Pétat de mouvement uniforme, comme 
dans le treuil à I état de repos. 

Cela posé, si le poids Q monte d*une hautenr h et que o) 
désigne Tare décrit simultanément par un point du treuil 
dont la distance à l'axe est Tunité, qtù représentera la lon- 
gueur de la corde enroulée sur le cylindre, laquelle sera 
précisément h\ etptù sera Tare décrit par le pciint d'appli- 
cation D de la puissance, dans le sens même de cette force. 

Le travail résistant sera donc exprimé en valeur absolue 
par Q^a>, et le travail moteur parP/^ou, et Téquation (i) 
montre que ces travaux sont égaux. c. q. f. o. 

Remarques. — I. De Tégalité précédente il résulte que 
les cbemins^co, ^0», parcourus simultanément par les points 
d'application de la puissance et de la résistance, sont en 
raison inverse de ces forces. Ainsi, plus le poids à élever 
sera grand, moins la hauteur à laquelle il montera (ou la 
vitesse de son mouvement ascensionnel) sera grande pour 
un même travail moteur. De là cet adage : Ce qvLon gagne 
enjorce, on le perd en vitesse. Ce n'est qu'une manière 
vulgaire d'énoncer le principe de l'égalité du travail moteur 
au travail résistant. 

U. Supposons qu'un ouvrier soit employé à faire tourner 
la roue d'un treuil pour extraire de la terre d'un puits à 
6 mètres de profondeur, et que la circonférence du cylindre, 
auquel sont suspendus deux paniers dont l'un monte tandis 
que l'autre descend à vide, ait i mètre de longueur; six 
tours de roue feront monter un panier plein, en sorte 
que le nombre de paniers que l'ouvrter aura extraits dans 
sa journée sera le sixième du nombre des tours de roue qu'il 
aura accomplis. Maintenant, si la profondeur du puits 
est réduite à 3 mètres, il suffira de trois tours de roue 
pour faire monter un panier; et la quantité de terre extraite 
dans la journée de travail sera, toutes choses égales d'ail- 
le^rs, double de ce qu'elle était. Mais le produit du poids 
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(le la terre par le cliemin vertical qu'elle a parcouru sera 
le même dans les deux cas. Ainsi, tandis que les deux fac- 
teurs varient pour une même somme d'efforts dépensée par 
V ouvrier y le produit reste constant. On s^expliqne ainsi 
pourquoi ce produit sert de mesure an travail ou au sa- 
laire qui doit le rétribuer. 

ni. Si Ton a égard aux résistances passives, c'est-à-dire 
au frottement des tourillons sur les coussinets et k la roideur 
des cordes, résistances qui ne sont jamais négligeables, il 
faut, pour entretenir le mouvement uniforme, que la puis- 
sance P soit plus grande que la valeur — ï tirée de Téqua- 

tion (i) ; car une partie de son intensité est employée à 
surmonter ces résistances sans cesse renouvelées. On eu 
conclut 

P/?«>Q7», 

c'est-à-dire que, dans la pratique, le trav^ail moteur est 
toujours plus grand que le trai^ml résistant utile. Cette 
conclusion sera généralisée plus loin. 

IV. Le travail absorbé par le frottement des tourillons 
dépend de deux facteurs : la force de frottement et le che- 
min que parcourt son point d'application. Nous avons vu 
comçient l'emploi de substances métalliques bien polies, 
recouvertes d'un enduit gras sans cesse renouvelé, permet 
d'atténuer la valeur du premier facteur. C'est pour agir 
dans le même sens sur le second que l'on donne aux tou- 
rillons qui terminent l'arbre d'un treuil un petit diamètre: 
on réduit ainsi Tétendue du glissement. En effet, à chaque 
tour que fait l'arbre, le tourillon fait lui-même un tour sur 
son coussinet; et, par suite, le chemin décrit parle point 
d'application de la résistance tangenticlle due au glisse- 
ment n'est autre que la circonférence du tourillon. 

Dans les roues dentées, on devra, de même, préférer les 
petites dents aux grandes; car l'étendue du glissement de 
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ces dents les unes sur les autres est moins grande pour les 
premières que pour les secondes. 

Cas de la poulie mobile, — On supposera ^ pour plus de 
simplicité, les cordons AP, BF parallèles (fig* 1 23). Si Ton 
donne à la machine un déplacement tel, que le poids Q 
s'élève de la quantité CC'=/i, 

Fig. 123. 




le diamètre horizontal AB montera en A'B', et les distances 
PA, FB se raccourciront chacune de cette quantité h. Par 
conséquent, un point pris à volonté sur le cordon PA, 
comme point d'application de la puissance P, montera de 
la quantité 2/1. Or, on a, dans Tétat d'équilibre. 



donc 



Q = 2P; 



Q4=: 2P^ = P.2^, 



ce qui démontre Tégalité du travail moteur au travail résis- 
tant. 

11 serait tout aussi facile de vérifier ce principe dans un 
système de poulies mouflées. Nous ne nous y arrêterons 
pas. 

Cas du plan incliné, — L*équation d'équilibre entre le 
poids P du corps, qui tend à glisser le long du plan, et la 
force Q destinée à le retenir ( fig. 1 24), est, comme on Ta vu, 



(•) 



Psin/ = Qcosô, 
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/désignant Tinclinaison du plan sur Thorizon, et Taiigle 
de la force Q avec le plan incliné. Si le corps glisse, soit 

Fig. 12 j. 



fQ V 




à la descente, soit à la montée, d'une longueur A, le point 
d'application des forces P et Q décrit une droite égale et 
parallèle à A; et, pour avoir les travaux correspondants, il 
faut projeter ce chemin sur les directions des forces. Ces 
projections sont, eu valeur absolue, 

Asin/ et /icosÔ; 

et, par suite, les travaux 

P/isio/, Q^cosO 

sont égaux en venu de Téquation ci-dessus, c. q. f. d. 
Cas du leifier, — L'équation d équilibre est (75) 



(0 



P/? = Q7, 



en désignant par p^ q les distances du point d'appui aux 
deux forces. Pour vérifier, dans cette machine, l'égalité du 
travail moteur au travail résistant, il est nécessaire de ne 
donner au levier qu'un iTionserneiil infiniment petit dM.o\xv 
de son point d'appui, et de projeter les arcs décrits par les 
points d^application, considérés comme des éléments de 
lignes droites, sur les directions des forces. Nous suppose- 
rons que le mouvement de rotation du levier ait lieu au- 
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tour d'un axe perpendiculaire au plan des deux forces, et 
nous considérerons d'abord celles-^:! comme appliquées aux 
points I et K (fig- 1^3), pieds des perpendiculaires abais- 
sées du point d'appui sur leurs direclious. 

Fig. 125. 




Soient IF, KK' les arcs infiniment petits parcourus si- 
multanément par ces points \ comme ils se confondent en 
direction avec leurs tangentes AP, 6Q, les travaux élémen- 
taires correspondants seront (abstraction faile des signe^) 

P.ir et Q.KK'. 
Or on a 

en désignant par &) la quantité angulaire dont le levier a 
tourné, c'esl-à-dîre l'arc décrit par un point situé à Tunitë 
de distance de l'axe. 
Donc les travaux moteur et résistant ont pour expressions 

P/7a> et Q^w, 

ctTon voit qu'ils sont égaux en vertu de l'équation (i). 

Ainsi, dans le cas où les points d'application sont trans- 
portés aux points I et K, la démonstration est des plus 
simples. 

Le cas général se ramène aisément à celui-là. Soient AA' 
l'arc décrit par le point d'application A, et A a sa projection 
sur la direction de la force. Je dis que le travail élémentaire 
P. A fl est le même que le travail P. Il' considéré plus haut, 
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c'est-à-dire que Aa = II'. En effet, les deux triangles A a A' 
et AIF sont semblables comme ayant les côtés perpendi- 
culaires ^ donc 

Afl_ AA^ 
p " FA* 

Or 

AA' ir 

donc 



FA """*"" p ' 



— = — ou Au = II . 
P P 

Il faut bien remarquer que cette égalité n'existe qu'entre 
quantités infiniment petites ] car les arcs ont été confondus 
avec leurs cordes. Ce qui est réellement démontré, c'est que 

le rapport :r^ a pour liniiie V unité ^ quand le déplacement 

imprimé au levier tend vers zéro; et c'est aussi dans ce 
sens qu'il faut entendre l'égalité entre les deux travaux 
élémentaires (*). 

Remarque, — Le mot d'Arcbimède : « Qu'on me donne 
un levier et un point d'appui, et je soulèverai le monde », 
a besoin d'un commentaire, pour ne pas prêter à une fausse 
interprétation. Sans doute^ avec une faible puissance agis- 
sant à l'extrémité d'un bras de levier très-long, je pourrai 
faire équilibre à un poids aussi grand qu'on voudra placé 
de l'autre côté et à petite dislance du point d'appui. Mais 
s'il s'agit de soulei^erce poids, de le déplacer d'une quan- 
tité sensible, le levier sera d'un très-médiocre effet 5 car le 
chemin parcouru par le poids ne sera qu'une fraction exces- 



{*) On remarquera aussi cette proposition, qui ne se présente ici. que 
dans uu cas particulier, mais dont la généralité est facile à établir : Lors- 
qu'on transporte le point d'application d'une jorce en un point tfuelconque de 
sa direction, invariablement lié au premier, le travail élémentaire de la force 
ne change pas. 

iG 
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sivement petite da chemin parcoam dans le même temps 
par le point d^application de la puissance, fraction mar- 
quée par le rapport de la puissance à la résistance. 

169* Généralisation des résuhats précédents. — En 
résumant tout ce qui vient d'être dit sur le travail des 
forces dans les machines simples sollicitées uniquement par 
une puissance et une résistance en équilibre, on peut en 
d^ager Ténoncé d'une proposition qui convient à tons les 
ras. Le voici : 

La somme des produits des forces par les projections, 
sur leurs directions respectii^es, des espaces infiniment pe^ 
lits parcourus simultanément par leurs points d^applica-^ 
tion, est égale à zéro. 

Et celte égalité a lieu pour tout déplacement compatible 
avec les conditions du système. Les projections sont consi- 
dérées comme positives ou négatives, selon qu'elles toml^ent 
sur les directions mêmes des forces ou sur leurs prolonge- 
ments. 

Cetie proposition s'étend à un système de points maté- 
riels liés entre eux de telle manière qu'on voudra, et solli- 
cités par un nombre quelconque de forces en équilibre. 
Elle prend alors le nom de principe des vitesses virtuelles. 
On appelle vitesses virtuelles des points d'un système les 
déplacements infiniment petits de ces points, lesquels soot 
en effet proportionnels à leurs vitesses, puisqu'on les con- 
çoit accomplis dans un même temps infiniment petit. 
Quant au mot virtuel, il vient de ce que ces déplacements 
ne sont pas effectifs, mais seulement possibles. Ce principe 
comprend toutes les équations de la Statique. Sa démons- 
tration nous entraînerait au delà des bornes d'un Cours 
élémentaire. Nous l'admettrons dans toute sa généralité, 
pour en faire l'application au travail des machines sollici- 
tées par des forces quelconques, mouvantes et résistantes. 

170. Théorème de la transmission du traitait, — Con- 
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sidérons une machine à Télat de mouvement uniforme, et 
soient T^ la somme des travau:^ développés par les forces 
mouvantes depuis lorigine du mouvement uniforme, ou le 
tFauail moteur total; T„ la somme des travaux dus aux ré- 
sistances utiles, ou le traifuil résistant utile; T^ le travail dû 
aux résistances passives, ou le travail résistant passif. 

Puisque les forces se font équilibre, la somme algébrique 
de leurs travaux élémentaires est nulle à chaque instant, 
en vertu du principe précédent^ et, par conséquent, la 
somme totale des travaux moteur et résistant, qui répon- 
dent à des déplacements finis et simultanés de tous les 
points d'application, est également nulle. On a donC' 

T« — T„ — T^ = o, 
ou 

T« = T« -h T^. 

Ainsi, à partir du moment où une machine a pris son mou- 
vement uniforme, le trat^ail moteur est égal au travail ré- 
sistant utile augmenté du travail résistant passif. 

Dans la Mécanique appliquée, cette proposition prend le 
nom de théorème de la transmission du travail. 

171 • Influence des résistances passives. — Le travail 
moteur est toujours plus grand que le travail résistant 
utile. — Déjà, dans le cas du treuil, nous avons apprécié 
Tinfluence des résistances passives et fait voir qu'elles 
entraînaient une perte de travail moteur. 

En général^ il résulte de l'équation précédente que l'on a 

•tm ,^ la j 

car T^ est de même signe que T„ et n'est jamais nul. Ainsi 
le travail moteur est toujours plus grand que le travail ré- 
sistant utile. En d'autres termes, une machine transmet 

T 
moins de travail utile qu'elle n'en reçoit. Le rapport p^9 

tm 

i6. 
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toujours inférieur à i , se nomme le rendement de la ma- 
chine. Il est très-variable d'une machine à une autre : 
dans certaines machines, il tombe à 0,4^» à o,35; dans 
les meilleures, il s'élève au plus i 0,80. 

C'est faute de connaitre cette théorie de la transmission 
du travail, que certaines personnes se font des idées exagé- 
rées sur la puissance des machines. 

172. Du chevaUvapeur, — Lorsqu^il s*agit d'apprécier le degré 
de puissance d'une machine qui fonctionne d^une manière con- 
tinue, il y a lieu, comme nous Tavons déjà dit (161), d'associer 
la considération du temps à celle du travail. Deux machines 
seront évidemment de force très-inégale, si, pour arriver à pro- 
duire la même quantité de travail, il leur faut des temps très- 
différents. L'unité dynamique généralement adoptée dans le 
calcul de Teffet des machines est le chepal-vapeur^ qui repré- 
sente un traçail de «^5 kilogrammètres par seconde. L'origine de 
cette unité remonte à l'époque où fonctionna la première ma- 
chine à vapeur, dans les mines du comté de Cornouailles, pour 
faire marcher les pompes destinées à l'épuisement des eaux d'in- 
filtration. Le travail avait été fait jusque-là par des chevaux at- 
telés à un manège, et l'on fut naturellement conduit à mesurer la 
force de la machine par celle des chevaux qu'elle était destinée à 
remplacer. Mais il faut se garder de confondre le cheval-vapeur 
avec le travail d'un cheval ordinaire qu'on ne veut pas surmener. 
Ainsi un cheval, attelé à un manège et allant au pas (allure la plus 
favorable au travail), ne peut guère exercer un effort moyen su- 
périeur à 45 kilogrammes, ni travailler plus de 8 heures par jour. 
En estimant à 0^,90 le chemin que fait l'animal par seconde, on 
obtient un travail de 4o^'",5 par seconde. Mais, pour le cheval- 
vapeur, la durée du travail journalier n'est plus limitée à 8 heures, 
elle est de 24 heures. En conséquence, le rapport du travail jour- 
nalier du cheval- vapeur à celui du cheval ordinaire attelé à un 
manège est 

^5 . 24 . 36oo 75 ft KO, 

40,5.8.3600 i3,5 ' 

Ainsi le cheval-vapeur, marchant nuit et jour, représente plus 
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de cinq fois le travail d^un cheval ordinaire attelé h un ma- 
nège. 

La comparaison serait un peu moins désavantageuse pour le 
cheval ordinaire, si on le supposait employé à tirer une voiture 
sur une route. Dans ce cas, il peut, sans être surmené, exercer, 
allant au pas, une traction de 70 kilogrammes, ce qui donne un 
travail de 63 kilogrammètres par seconde; et la durée du travail 
peut être portée à 10 heures par jour. Le rapport du cheval- 
vapeur au cheval ordinaire devient alors ^. Le cheval-vapeur 
représente donc environ le travail de trois chevaux ordinaires, 
qui seraient employés à tirer une voiture. 

173. De la force vwe. — Relation entre la force vive 
et le traitait dans le mout^ement rectiligne tPun point 
maténel, — A la considération du trai^ail se rattache inti- 
mement la notion de force i;zVp, qui joue un rôle impor- 
tant dans le calcul de l'effet des machines. 

Ou appelleybrce viue d'un point matériel en mouvement 
•le produit de sa masse par le carré de sa vitesse, mi^*. Ce 
n'est pas, à proprement parler, une force^ mais bien un 
effet dynamique, tout à fait comparable au travail, ainsi 
qu'on va le voir. 

Si un corps de poids p tombe en chute libre d'une hau- 
teur h, le travail correspondant est ph. Or, on sait (131) 
que la hauteur h est liée à la vitesse 1^, acquise à la fin de la 

chute, par la relation A = — • L'expression du travail 
prend donc la forme 

- — p' ou — me*. 
2 ^ 2 

Ainsi, le travail produit par la pesanteur sur un mobile 
en chute libre est égal à la demi-force vive acquise à la fin 
de la chute. 

La relation précédente s'étend à tout mouvement recti- 
ligne, uniformément varié, puisa un mouvement rectiligne 
quelconque. 
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En effet, soient F la force constante appliquée au point dont la 

F 
masse est m, «p Taccélération = — 9 (^0 la vitesse initiale, p la ri- 

tesse acquise au bout du temps r, e l'espace parcouru ; on a 

et le travail r, qui répond au chemin Cy est 

r = ¥e= mtfe, 

Celaposé^ éliminons le temps rentre les équations (t). Il vient 
successivement 






e=z 



d'où 



et 



^e= — — -, 



rz=:-~m{p* — pj). C. Q. F. D. 

Maintenant, pour passer à un raouvement rectiligne quelconque^ 
il suffira de partager le temps en intervalles infiniment petits du- 
rant lesquels la force sera considérée comme constante, puis de 
faire la somme des travaux élémentaires correspondants. Si p», Pi, 
^29 • . • > ^n-t 9 ^n désignent les vitesses successives du mobile au 
commencement et à la fin de ces intervalles, et t„ t,, T3, . . . , t^ 
les travaux correspondants, on aura 



d'où le travail total 



T='^m(v--Pl). 
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Ainsi, le travail de la force pendant un intervalle de temps qucl^ 
conque est égal (en grandeur et en signe) à la demi -variation de 
force vive du mobile pendant cet intervalle. 

Tel est le principe des forces vives pour un point matériel animé 
d^un mouvement rectiiigne. 

Il convient également à un corps de dimensions finies dont 
tous les points sont animés à chaque instant d'une même vitesse 
et décrivent des droites parallèles. On appelle sHors force vive du 
corps la somme des forces vives de tous les points matériels qui 
le composent, ou encore le produit de sa masse par le carré de 
*sa vitesse. 

Ce principe fournit une expression très^oromode du travail, 
quand la vitesse du mobile est donnée par Tobservation. Par 
exemple, un cours d'eau ayant une vitesse moyenne de o'",75, 
et débitant 5ooo litres par seconde, donnerait une force vivo 
égale à 

___^^, 86 (environ), 

et, par suite, un travail moteur disponible égal à la nioilié de cM 
nombre, soit i43 kilogra m mètres par seconde. 

Si une voiture de roulier, pesant loooo kilogrammes, doit être 
mise en mouvement par des chevaux, avec la vitesse du pas ordi- 
naire, I mètre par seconde, la force vive correspondante sera 

P , lOOOo XI / . V 

- M» == irrrr- =^ ^020 (environ). 

g 9,8ob6 

La quantité de travail que les chevaux devront produire dans le 
premier instant, pour vaincre l'inertie de la voiture et lui impri- 
mer celle vitesse, sera moitié de ce nombre ou 5io kilogrammètres 
(sans compter les résistances passives). Mais un travail aussi cou- 
sidérable n'est nécessaire que dans la première seconde, pour 
faire entrer la voiture en mouvement. Il s'abaisse à un chiffre 
inférieur quand elle roule régulièrement. 

Dans le choc des corps sphériques complètement mous (168), 
il y a une perte de force vive dont l'expression mérite d'être 
remarquée. 
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La somme des forces vives du système avant le choc est 

ety après le choc, 

(m -h m') a», 

u désignant la vitesse commune ;-• Or la diRerence 

iwp* -h m' p'» — (lïiH- m') a' 

n^est pas altérée en retranchant la quantité nulle 

aii(mp-hiw'p' — mu — m' u); 
il vient donc 

;wp»-l_iiiV* — [m -h m') u* = m (p — uY -k- m' (tf^ — uY^ 

quantité évidemment positive. Ainsi il y a perte de force vive; et 
cette perte est égale à la somme des forces vives correspondantes 
aux vitesses perdues par les deux corps. Ce résultat est un cas 

rrticulier d'un théorème dû à Carnot. 
Au contraire, dans le choc des corps parfaitement élastiques^ 
la somme des forces vives se retrouve la même après qu'avant le 
choc : en effet, la différence 

est égale à 

iwp'-h /wV' — m [iu — vY — '^' l^** — •^)% 
ou à 

4tt [mv H- wiV — mu — m' w), 

quantité identiquement nulle. U n'y a donc, dans ce cas, ni perte 
ni gain de force vive. 

174. Énoncé du principe général des forces "vwes ,• con- 
séquences. — Dans un Cours plus élevé an fera voir com- 
ment le principe des forces vives s'étend d'abord à un 
point matériel animé d'un mouvement curviligne quel- 
conque, puis à un système de points matériels liés entre 
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eux de telle manière que Ton voudra. Nous l'admettiH>ns 
ici dans toute sa généralité, afin d^en tirer quelques consé-' 
quences utiles sur le travail des machines. 

En conservant les notations précédentes, et désignant par 

la caractéristique \^ une somme de termes semblables 

étendue i tous les points de la machine, on aura 

(i) IJl'^C^-O^T^-T.-V 

Si Ton considère le travail de la machine à partir de l'ori- 
gine du mouvement, il faut faire dans cette équation 1^0=0, 
et comme alors le premier membre est essentiellement po- 
sitif, il en doit être de même du second. Donc on a 

T«>T„-4-T^. 

Ainsi, le trav^ail moteur , compté à partir du m,oment où 
la machine entre en mouvement , V emporte sur le trav^ail 
résistant. rfc 

Si Ton suppose que la machine soit parvenue à l'état d^ 
mouvement uniforme, et que l'on ne compte le travail qu'à 
partir de cet instant, il faut faire dans l'équation (i) 1^= 1^0 » 
le premier membre devient nul, et Ton retrouve l'équa- 
tion du n® 170, c'est-à-dire Tégalité du travail moteur au 
travail résistant. 

175. Impossibilité du mouvement perpétuel. — Sup- 
posons qu'une machine ait été mise en mouvement d'une 
manière quelconque, et que les forces mouvantes viennent 
à disparaître. Ecartons même tout travail utile afin de di- 
minuer les résistances qui s'opposent à la continuation du 
mouvement; l'équation (i) se réduit à 



(2) 2 '""'=2 



2T, 



p. 



Or Tp, travail dû aux résistances passives, est une somme 
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de termes tons de même si^e ei condnuellement crois- 
sants, n arrÎTera donc nn instant où aT^ atteindra la con- 
stante ^ nwl. Mais alors le deuxième membre de Féqua* 

tion (i) sera nul. Donc toutes les vitesses v se réduiront 
à zéro, et la machine s'arrêtera. Ainsi le but que pour- 
suivent les chercheurs de mouTcment perpétuel, en pré- 
tendant construire une machine qui puisse se passer de 
moteur, est complètement chimérique. 



FIN. 
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i; )3* edit., rédigée con for mément aox nomFcmmr Pr»- 
ff-smmesde reoseisnênent. ln-8; 1864. (Adopté pmr rUmi^ersiié,} 4 fr. 

f FATOS (le 9,]. — Traité d'Arit hm é t i qu e tfaéoriqw et pratiqne, en rapport 
arec les noareanx Prop-mames d'enseisoement, teimicé par une peiîie Table 
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1861 . {Amlorisé par Wnû^erùté. \ a fr. 76 c. 

-tFATOM (le V.}- — Vreoiiers étéments cTArittBiétâqBe, à Tasage des clâssM 
inférieures de grammaire. In-i a; ]865 i fir. So c, 

■HUOMSST (EN Agrégé de PUniTersitt*, Professeor de Mathéroatiqnes pares el 
appliquées an Lycée Loais-le-Grand. Examinateur suppléant à PEcole MaTale. — 
fpiiwltt» d'Aritlmiétiqae. \ Autorisé par l'Umù-ersité.) 3* édition, réJigée 
conformément an Programme officiel des Ijrcées, in-8 ; i857 4 ^* 

fUOmET (tL), — C omp lé m ent des faéme uts d^Aritliinétiqiie,compieoant 
les Apps oaloMti oas nsnaérUmes, à Pasagedes candidats aux Ecoles du Gon* 
Tcrnement et an baccalauréat es Sciences. {Autorisé par VVmpcrsité^. a* édition, 

in.8; 18S7 a Ir. 5n r. 

— Les Appraumatûms mnnérîqiies se Tendent séparément 1 fr. 

f&EraAIJll ; le baron). Examinateur pour Padmission à PEcole Polytechnique, 
à la Marine, à PEcolo militaire de §ainl-Cyr et à PEcole Forestière. — TnM 
d'Arithmétique, ^ PuMge <|cs élèves qui se destinent ik ces Ecoles. ln>8, 
aG^ cd . , corrigée et an notée par M . Gerono; 1 855. [Adopté par l'Unit-ersiiéJ) \ f r. 

•H5E&BET (J -A.';, Membre de Plnstitut. -Éléments d'Arithmétique, à 
Pusage des candidau an Baccalauréat es Sciences, et aux Ecoles spéciales. 
Rédigés conformément au Programme de remseigmement scientifique drs Ijrcées. 
Â* édition, rcTue et angmentce. In-8; i864- {V introduction de cet ouvrage dams 
tes Ecoles publiques est autorisée par décision du Ministre de V Instruction pulUaue 
et des Cultes en date dm 32 août loSg) 4 1^' > 

•J-VIEn&E. — néorie générale des approximations numériques, à Pusage des 
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, (B.-B.). — Principes d'Algébra.S* édition; in-8, 1861. (O 

9ragB adopté par U Mimistre de VAgriemlimre et dm Commerce pour les ÉcmUs 
tàomdUs d^Aru el Métiers.) 3 fir. S 
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•KnOQUST, Oooteiir es Sciences, ancien Rcpétf tour à PEcole d^ArtilIerie de la 
■Flèche. — Traité d'Algèbre. 1q-8 ; i856 7 fr. Soc. 

{LHntroduetion de cet ouvrage dans les Écoles publiques a été autorisée par décision 
du Ministre derinstruetiom publique et des Cultes,) 
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nou¥eamx Programmes d9 l^enseignement dans les Lycées, par H. Prou&el, Pro- 
fessenrde Mathématiques . 1n-8; 1 85.{ .( L'introduction de cet ouvrage danslesÈcola 
publiques a été autorisée par S . Exe. le Ministre de l'Instruction publique et des 
Cultes en date du 27 juillet i86i .) 6 fr. 

•M.AÇROZX (8.-F.)- — Gomslément des temenU d^Algèbre à ratage de 
TËcole Centrale des Quatre dations. 7* édition, In-S; i863 4 fr. 

i-ULOBIllIST, Profossearde Mathématiques au Lycée Louîs-le-Grand. — Algèbie 
élémentaire, à Pusagedes candidats au Baccalauréat es Sciences et anxEcoIei 
du Gouvernement, rédigée conformément aux programmes offlciols des Ljcées. 
a* édition, comprenant toutes les Iflatîéres exigées pour Fadmissum à 
l*Boole centrale des Arts et BKanafaotures. In-8; i858 4^''* 
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i857 4fr. 

iSERBJBT (J.-A.)> Membre de PInstitut.- Traité d'Algèbre supérieure. 3 forU 
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«ÉOinÉTRIE. 

BOBXZJBR (B.-E.)* ^ Cours de Géométrie. i3* édition; in-8, avec fignret 
dans le texte; i865 6 fr. 5o c. 

tCHAOTiFiS, Membre de l'Institut. — lies trois Xiivres de Porismes d%iolide, 

. rétablis pour la première fois, d'après la Notice et les Lemmes de Pappos, et 
conformément au sentiiuent de R. Simson sur la forme des énoncés de ces 
propositions, ln-8; avec aSg figures ; 1860 : 10 fr. 

fOBASUBS, Membre de l'instiliu. -- Traité des Sections ooniquea, faissnt 
suite au Traité de Gtéométrie supérieure. Première partie, ln-8 avec 5 planches 

gravées sur cuivre et contenant i33 figures; i865 g fr. 

La deuxième partie, qui est sous presse, se vendra de méine séparément^ 

i-BVPXN. — Béveloppements de Gvéométrie, avec des Applioations à lasta* 
bilité des vaisseaux, aux déblais et aux remblaisy au défilement, à l*o|^ 
tique, etc., pour l'aire su: tu à la Géométrie analytique de Bbog^e. 1d-4, 
avec planches; i8i3 i5.fr. 

fBUPXir. — Application de Cvéométrie et de Mécanique à la Marine, aux 
Bouts et Chaussées, etc., pour faire suite aux Béreloppements deCMométrie. 

ln-4> Avec planches ; 18'ia 10 fr. 

fBOVSEXi, ancien Elève de PÉcole Normale supérieure. Professeur de JUathéma- 
tiques. — Introduction à la Géométrie supérieure, ln-8, avec 8 planches: 
i865 ! 6fr. 

Les théories de Tancienno Géométrie, telles que les expose le Traité de Legendre* 

sont devenues insuffisantes pour résoudre une foule de questions que les élèves 

sont appelés à traiter. Le but de ce nouvel ouvrage est d^exposcr les méthodes 

modernes avec tous les développements nécessaires. Pour cela, PAuteur n'a pn 

mieux faire que de prendre pour base de son travail le Traité de Géométrie supé» 

rieure de M. Chasles, en cherchant à vulgariser cet ouvrage si important peur U 

science^ mais qui n'a pas étc écrit en vue des examens et des concours. 

tJOWQUZilRES (E. de], Lieutenant de vaisseau. — Mélangea de Géométrie 

pure, comprenant diverses applications des théories exposées dans le Traité 

de Géométrie supérieure de M« Chasles, au mouvement infiniment petit d'aa 

corps solide libre dans Péspaoe^aux sections coniques, aux courbw dit trolslAaie 

ordre, etc., et la traduction du Traité de Maclaurin wmt les oontbas du troA- 

) ordre. In-8^ avec planches; i856 •.•.•.••• 5 fr. 



mmiIHIE DE fiAIJTHIBB«VItXAaS« 3 

fZJkCROZX: (S. -F.). — taéaMU de G^omÀtrie. ^ i^* Partie, Géométrie 
plane. CLASSE DE TROISIEME. — a« Partie, Géométrie dans Vespaee. 
CLASSE DE SECONDE. — »• Partie, C9mplément de Géométrie. CLASSE 
DE MATHÉMATIQUES .SPÉCIALES. — 4« Partie, Notion» sur les courbes 
usuelles. CLASSE DE RHETORIQUE. i8« édition, conforme aux Pro0|r«mmM 
de renseignement dans les Lycées, revue et corrigée par M. Prouhet. Répétiteur 
à PEcoIe Polytechnique. In-8, avec 320 fig. dans le teite; i863. {Uintroduction 
de cet ouvrage dans les Écoles publiques a été autorisée par décision de 5. Exe. 
le Ministre de l'Instruction publiqueet des Cultes endatejdu vj juillet 1861 .). 4 ^'* 
. i-UB COXNTE (I.-Zi.-A.)f Professenr à T École piéparatoire Sainte-Marie, à 
Toulouse. — Hotions él&nentaires sur les Courbes usuelles. Ouvrage destiné 
à la préparation au Baccalauréat es Sciences et à PÉcoIe spéciale militaire 
de Saint-Cyr. Iu-8, avec figures dans le texte; 1864. a fr. 

.JtBGXSmBJI. — filéments de Géométrie, avec Additions et Modifications ; 
par M. A. Blanchet. ii<> édit. ; in-8, avec fig. dans le texte ; 1864 4 ^''' 

*PAUZi (de). Professeur à FEcoie municipale Turgot. — C*éométrie éléasen- 
taire^ théorique et pratique. Première partie : Géométrie plane, suivie d'un 
Exposé élémentaire du Leuer des Plans et de VArpentage. In-S sur jésus, avec 

i54 ligures dans le texte; i865 a £r. 5o c. 

Cet ouvrage, rédigé surtout en vue des applications à V industrie ^ fait partie du Cours 

complet d^ Enseignement industriel publié sous la direction de M. ilarguerin^ directeur 

de VÉeole municipale Turgot, à Paris, 

"FOSICSLET, Membre de Tlnstitut. — Traité des S^ropriétés proJeottvet 
des fissures. Ouvrage utile à ceux qui s'*occcupent des applications de la Géo- 
métrie descriptive et d'opérations géométriques sur le terrain. 3« édition, i865. 
a beaux volumes in-4 d'environ 400 pages chacun, imprimés sur carré fin satiné, 

•vee dd noubreascs planches grâTéet sur cuivre. . « • 4^* ^'' 

Le /"' volume contient non-seulement toute la matière du volume unique de la 
l'* édition, mais encore des Annotations nouvelles dont l'étendue et le nombre sont 
justifiés par leur importance au point de vue historique et à celui des doctrines. 

Le 11^ volume, qui est sous presse, paraîtra dans le courant de l'année. Il contien- 
dra, entre autres : Théorie générale des centres de moyennes harmoniques. — 
Théorie générale des polaires réciproques, Principe de réciprocité polain: et Ap» 
plieations diverses des relations métriques ou descriptires. — Analyse des trans* 
▼ersales et Applications. 

f&SnV AVB. — TIléorèmes et problèmes de Géométrie, suivis de la Théorie 
des Plans et des Préliminaires de la Géométrie descriptive; in-8, avec 

planches ; 18SS. {Adopté par l'Université.) /^ îw, 

fSLmjCHil (Sug:ène), Professenr au Lycée Charlemagne, Répcûtenr à PEoole 
Polytechnique, etc., et BB ÇOMBEROUSSB (Charles),Profcsscur au Col- 
lège Chaptal, Képétiteur à PEcole Centrale, etc. — Traite de Géométrie élé- 
mentaire, conforme aux Programmes officiels, renfermant un très-grand 
nombre d'exercices et plusieurs Appendices consacrés à l'exposition des prin- 
cipales méthodes de la Géométrie moderne, ln-8 avec figures dans le texte ; 

1866 , 10 fr. 

On vend séparément: 

Première Partie ( Géométrie plane.) « i ^'» 

Deuxième Partie ( Géométrie de Vespaee et Courbes usuelles, ) 6 fr. 

En se bornant aux parties imprimées en caractères ordinaires, le lecteur aura 
à sa dispositioxi^un Traité entièrement conforme aux Programmes officiels. Les 
candidats aux Écoles spéciales trouveront dans les parties en petits caractères 
d^Dtilet développements. La Géométrie spfaériqne a été traitée d'une manière très** 
complète en vue des examens à l'École Polytechnique. Enfin, les Appendices auî 
terminent les différents Livres sont consacrés à Texposition des nouvelles méthodes 
géométriques. 

On a indique, pour les élèves studieux, un très*graod nombre à^ Exercices classes 
par paragraphes. 

f VZÀSffT ( J.)f Agrégé do PUniversité, Professeur de Mathématiques au Pry< 
lifl - - — - - 



tanée impérial militaire de la Flèche. — Motions sur quelques 
usuelles, rédigées conformément au nouveau Programme de Saint'Cyr,à Pusag e 
des candidats à ladite École, aux Écoles Ifavale et Forestière, et an Baeea^ 

lauréat es Sciences. In-8 avec planches ; 1864 > fr« 5o c . 

fWCElIT. Membre de l'Institut, et 8AXGBT'. — Géométrie élémentaire^ 
lefaite sur la première édition pabliée ea i8a6, saitant les principes du nou- 
irean Progtamme det étsdet. ht-n, tTeo pUtnehes ) 18&6 a fr. 5o c. 
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f BOU&DOW . — Trii^onométrie reotillgne et tphérique, rédigée contormé- 
ment aux nonyeauK Programmes de renseignement dans les Lycées, ln-8, avec 
figares dans le texte, i8d^ . {Adopté par l'Université.) 3 fr . 

fBOlIROBOZS et CABAKT, anciens Elèves de TËcoIe Polytechnique. — ILe- 
oons nouvelles sur les applications pratiques de la Créométrie et de la 
Trig;onométrie. i^ édition, revue et corrigée, entièrement conforme aux Pro- 
grammes officiels, In-8, avec planches j 1867 .' 3 fr. 5o c. 

f DBLZSU5, Examinateur de la Marine, et OB&OWO, Professeur de Mathéma* 
tiques, — Éléments de Trigonométrie reotilig^e et sphérique. 5* édition, 
revue et augmentée ; in-8, avec planches ^ iSSg 3 fr. 5o c, 

fIftAiO&OZZ. (S.-F.) — Traité élémentaire de Trig^onométrie réttlUg^ne et 
sphérique et d^application de l'Algèbre à la Géométrie. 1 1* édit., revue et 
corrigée j in^ avec planches; i863 4 ^^- 

*ZJB COIMTE (le P. L-Xi.-A.), de la Compagnie de Jésus, Professeur an Col- 
léçe Sainte-Marie à Toulouse. — Zieçons sur la Théorie des fcmotioiM qjveu- 
laires et la Trigonométrie. Cet ouvrage ^t destiné à la préparation ans Ecoles 
du Gouvernement, et spécialement à FÉcole Polytechnique. Il renferme nn 
grand nombre d^Exercices. In -8, avec figures dans le texte ; i858 ^ (r, 

fSBR&ET ( J.-^), Membre de Plnstitut, Professeur au Collège de France. ~ 
Traité de Trigonométrie, 3* édition, revue et augmentée. In-8, avec plan- 
ches; 1862. {V introduction de cet ouvrage dans les Écoles publiques est autorisée 
par décision de S, Exe. le Ministre de l'instruction publique et des Cultes en date 
du 5 août 1862.) 4 fr. 

APPIilCATIOiy Bi: li'AIlCÈBRE A I4 A «ÉOMÉTBIE* 

fBOURDOW. — Application de l'Algèbre à la Créométrie, comprenant la 
G-éométrie analytique à deux et à trois dimensions. 5' édition, rédigée confor- 
mément aux nouveaux Pro^i7/nmej do renseignement dans les Lycées. In-8, 

avec planches ; i854 • {Adopté par Wniversité.) 7 fr . 5o c. 

BRIOT et BOUQUBT, Professeur de Mathématiques au Lycée Bonaparte. -- 
Zieçons nouvelles de Géométrie analytique, 4" cd. In-8; i863. 7 fr. Soc. 

f PBTiTSIiE ( A . ) , Examinateur pourPadmissionàPEcole Navale, Professeur émc- 
rite et Officier de POniversité, et OBROWO, Professeur de Mathématiques. — 
Géométrie analytique. In-8 , avec planches ; i854 8 fr. 

fGAKmER. — Géométrie analytique, ou Application de ^Algèbre à la 

Géométrie. 2' édit.; in-8 avec planches ; i8i3 6 fr. 

XiUCAS (Félix), Ingénieur des Ponts et Chaussées. — Études analytic[ues sur 
la Théorie des courbes planes. In-8 avec planches ; 1864 6 fr. 

*P01VCEXiET, Membre de l'Institut. — Applications d'Analyse et de Géo- 
métrie qui ont servi de principal fondement au Traité des Propriétés pro- 
Jectives des, figures, avec Additions par MM. Mannheim et Moutard, anciens 
élèves de TÉcole Polytechnique. 2 forts volumes in-Scivcc figures dans le texte. 

Imprimé sur carré fin satiné ; i86a-i864 20 fr. 

Chaque volume se vend séparément 10 fr. 

ROGUBT, Professeur. — Iieçons de Gréométrie analytique à deux et à trois 
dimensions, a^ édition, revue et augmentée; i vol. in-8, avec figures inter- 
calées dans le texte. Paris, 1860 7 fr. 5o c. 

«ÉoinÉTBii: Bi:s€»iPTiTi: i:t APPUiCATioiirs. 

CABAmÉ,. Charpentier, Professeur du Trait de Charpente, de Mathémati- 
ques, etc. — Charpente générale théorique et pratique, 'i volumes in-folio 

avec planches. 2®.édition ; 1864 .60 fr. 

On vend séparément : le tome I®"*, Bois àtoit 3o fr. 

le tome 11, Bois croche 3o fr. 

GATAXJiBr. — Traité élémentaire de Géométrie descriptive, a^ édition. 

In«8 avec atlas de 28 planches ; i86-j 7 fr. ^ c. 

f€U>UBJnUEUB (de U). —Traité de Géométrie descriptive. In-4, pablié en 

. trois Parties, ayec Atlas ,...., 3o fr. 

Chaque Partie se vend séparément, « lO fr. 

La \^* Partie, avec Atlas de 52 planches, contient quatre Livret qui sont 
consacrés i» à la ligne droite et au plan ; a» ao c^oe, au cylindre et auxtarfiMi 
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de rërolaiion ; 3<> aux projections cotées ; 4^ ans perspectives axonométrîqne, 
monodymétriqne, isométrique et cavalière. Les deux premiers livres contien- 
nent tout ce qui est exigé pour l^admission à l'£cole Polytechnique. 

La 3* Partie j avec Atlas de 53 planches, comprend le cinquième Livre relatif 
à la détermination des Ombres sur les figures géométrales, axonométriques et 
eavalièresy et les sixième et septième Livres consacrés aux Surfaces développa- 
bles et gauches. 

La 3* Partie^ avec Atlas de 46 planches, contient les principales propositions 
de la théorie de la courbure des surfaces avec leurs applications aux arts uraphi- 
qnes et les constructions relatives aux surfaces hélicoïdales et topographiqnes. 

Les de ux dernières Parties sont le développement du COURS BB GÉO» 
M BTHIE DESCaiPTIVB actuellement professé àXi'ÉCOIiE POXiT- 
TBCnBDVXQUE. 

fXJkCnEtOZX (8,-F.). — Essais de Géométrie lur les Plans et les Surfaces 
oourbes (Bléments de Géométrie descriptive). 7® édition, revue et corrigée; 
iD-8,avec planches; 1840 3 fr. 

UUfiumtB DE FOURCnr. — Traité de Cvéométrie desoriptive, prc'cédé 
d'une introduction qui renferme la Théorie du Plan et la Xiig;ne droite eon- 
sidérée dans Pespace. 5* édition ; 2 vol. in-8, dont un se compose de 82 plan- 
ches; 1847 10 fr. 

■fSB&OT (C.-F.-A.), ancien Professeur à TEcole Polytechnique et ^ PEcole Nor- 
male supérieure. — Traité de Créométrie descriptive. 7® édition, revue et 
annotée par M. Martelet, Professeur à TÉcole centrale des Arts et Manufactures. 
In-49 avec atlas de 7 1 planches; i865 16 ft*. 

f&E&OY (C.-F.»A.)' — Traité de Stéréotomie, comprenant les Applications de 
la C&éométrie descriptive à la Théorie des Ombres, la Perspective linéaire, 
la Gnomonique, la Coupe des Pierres et la Charpente. 4*° édition, revue et 
annotée par M. E. Martelet, ancien clève de PEcole Polytechnique, Professeur 
de Géométrie descriptive à PEcole centrale des Arts et Manufactures, ln-4) 
avec atlas de 74 planches in-folio ; 1866 a6 fr. 

fVZAlrt (J.), Agrégé de rOniversité, Professeur de Mathématiques spéciales au 
Prytanée impérial Militaire de la Flèche, ancien élève de PEcole Normale. — 
EI<bnents de Créométrie descriptive, rédigés oonlbrmément au nouveau 
Progr a nune de Saint-Cyr, à Tusage des candidats à ladite Ecole, à PEcole 
Navale, à PEcole Forestière, et au Baccalauréat es Sciences. In-8, avec atlas 
de 16 planches; i86a sfr. Soc. 

CAIiCrii BIFFÉRiniirTIEIi ET IIVTÉGRAIi 
ET AlVAIiYSE MATJQlÉllIATIQlJE. 

*BA3LTZE& (B^ Richard), Professeur au Gymnase de Dresde. — Théorie et 
application des Béterminants, avec l'indication des sources originales, tra- 
duit dePallemand par I. Bouel, Docteur es Sciences. In-8 ; 1861 5 tr. 

BELASVGCR (J.-B.). — Résumé deXieçons de Créométrie analytique et de 
Calcul infinitésimal. 2" édition, in-8, avec planches; ib^Q 6 fr. 

fBERTRAND ( J-)> Membre deTInstitiit, Professeur à TÉcole impériale Poly- 
technique et au Collège de France. — Traité de C alcul différentiel et de 
Calcul intégral. — {CAJUiVIê BIFFÉREMTXEXi.) Beau volume in-4 de 
836 pages, avec 106 ligures dans le texte. Imprimé sur carré fin des Vosges ; 
1864 ; 3olr. 

'fBOUCBAR]LAT (J.-Ii.), ancien Élève de PÉcole Polytechnique, Professeur do 
Mathématiques transcendantes aux Ecoles militaires. — Éléments de Calcul 
différentiel et de Calcul intégral . 7^ cdition . In-8 , avec planches ; 1 858 . 8 Ir. 

•f-BRXOSCHZ, Professeur de Mathématiques h PUniversité de Pavie. — Théorie 
des Béterminants et leurs principales applications, traduit de Pitalicn par 
M. E. Comhescure, Professeur de Mathématiques, ln-8 ; i856 5 fr. 

fBRXOT, Professeur de Mathématiques au Lycée Louis-Ie-Grnnd , Maître de 
Conférences h PEcole Normale supérieure, et BOUQUET, Professejr de 
Mathématiques spéciales au Lycée Louis-le-Grand , Kt-pétiteur à PEcole Poly- 
technique. — Théorie des Fonctions doublement périodiques et en par- 
tioiilier des Fonotions elliptiques. In-8, avec ligures ; i859 (> Ir . 

tSRXOT ( Charles), Professeur au Lycée Saint-Louis, Maître de Conférences à 
PÉcole Normale supérieure. — Essais sur la Théorie mathématique de la 
, in-8 avec figures dans le texte; 1864 ^ i^- 
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HXA&iroV .— IUAmIoi» mac la BKétaphytiqae éa CalMl iidhiité0Îm«I.Iii*8, 

•▼ee planehe, 4* ëdit.; 1860 « 4 fr. 

f BmSAMKJL. -* ifSémenU de Calcul Inflnitéiiinal . 3* édition. 3toI. în-8; pi. 
1860-1861 12 fr. 

fBQHAMBL, Membre do riastttat. ^ Bee Mètbodet daae les Miaoees de 
raisonnement. In-S; i865 a fr. 5o c. 

*W9LBKSnP (F.), aneien Élève de l^eole Normafe, Professenr h la Faenlté des 
Sciences de Lyon . — Recueil d'exercices sur le Caleul infinitésimal, ooTrage 
destiné aaz candidats à TÉcole Polytechniqoe, à l^ole Normale, aux élèves de 
ces Écoles et anx personnes qui se présentent à la licence es sciences mathéma- 
tiques, a* édition, in-8 avec planches ; 1866 7 fr. 5o c. 

*nU5YClJNKT (Charles de). — Be l'Analyse infinitésimale, Étude sur la 
métaphysique du haut calcul, ln-8, avec figures. 1860 6 fr. 

ffSABJnZSR . — I>eçons de Calcul différentiel. 3« édition; in-8, arec 4 pl. 6 fr. 

fOABJIZER. — leçons de Calcul intégral, ln-8, avec a pi.; 1812 6 fr. 

*BUkTOS IIS lêJÊL aOXnnCUJÈKBf Examinateur d^admission à lIÈcole Poly- 
technique. — Éléments du Calcul infinitésiaaal. In^, avec figares dans le 
texte ; 1 860 6 fr . 

fJOUBE&T (le P.) , de la Compagnie de Jésus.-* Sur la Théorie des gcwaations 
elliptiques et son application à la Théorie des nombres. ln-4» 1860. a fr. 

i&ACROIZ (S.-F.). — Traité élémentaire de Calcul dilTérentiel et de 
Calcul intégral. 6" édition, revue et augmentée de Notes par MM, Hermiteet 
J-Â. Serrety membres de Flnstltut. a ^oi, m-S, avec pi., 1861-1863. . . i5 fr. 

fUUSROIX (S.-r.). — Traité élémentaire du Calcul des Probabilités. 

4^ édition, in-8 avec planche; 1864 • 5 fr. 

flAGRAUfGE. ~ Théorie des Fonctions analytiques. Nouvelle édition , revue 
pur M. J.'À, Serrety Examinateur d^admission à PEcole Polytech nique « In-4; 
1847 18 fr. 

fiAMftmE (Smest). Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, Professeur & 
rUniversité de Gand, — Szposé g^éométrique du Calcul différentiel et 
intégral, précédé de la Cinématique du point, de la droite et du plan et 

eomprenant les Applications du Calcul différentiel à l'Analyse et m la Géométrie. 
Trois parties en 2 vol. in-8 avec figures dans le texte ; 1861 -i863. ... la fr. 

Les jT* et a* parties, formant un vol. in-8, se vendent séparément.. 3 fr. 

La -3* partie, formant un volume in-8, se vend séparément. « . » 9 fr. 

flLAMÉ (O.). — X«90BS sur leePonctioBa iuvaraes des tfanaoendantes et les 
surfaces isothermes. In-8 avec figures dans le texte ; 1867 5 fr. 

HêAMi (G.). — Zieçons sur les Coordonnées curvilignes et leurs diverses ap- 
plications. In-8 avec figures dans le texte; iSSg , 5 fr. 

MOZGirO (Pahbé). ^ I.eçons de Calcul différentiel et de Calcul intégral, 

rédigées diaprés les méthodes et les ouvrages publiésou inédits de il «-!.« Cauchr» 
TomBlW .premier fascicule. CAIiCCZiBES VARZATZCM 8. In-8, 1861 . 6 fr. 

fMOUIUnr (C«-V.). — Z^i vride Théorie des Quantités négatives et des 
Quantités prétendues imaginaires. (Dédie' aux amis de Pévidence.]! a* édi- 
tion ; in-ia avec figures dans le texte, 1861 a ir. 5q c. 

'ISTUHM, Membre de Plnstitut. — Cours d'Analyse de l^École Poljtech* 
nique, a* édition, revue et corrigée par M. £. Prouhet^ Répétiteur d'Analyse 
à liflcole Polytechnique. avoL in-8 avec figures dans k texte; i863-i864. it) fr. 

STATIQUE ST JUKCAUTIQIJI!. 

BOiAirOER (J . -B . ), Professeur à PEcole centrale des Arts et Manufactures, an- 
ciecTag&nieur en chef des Ponts et Chaussées. — Théorie de la Résistanoe, de 
la Torsion et de la Flexion plane des Solides dont les dimensions transver- 
sales sont petites relativement à leur longueur. 2* édition augmentée, ln-8 
avec planches ; 1862 4 ^* ^ ^* 

BELAaVOER ( J.-B.). — Traité de Cinématique, i voi. in«8 de a8S pM[es 
avec planches ; 1 864 *..•.«<•..«...•• 8 ir* 



% (J.-S.). — Traité de la Dynanùque dPoa peint matériel, 
/o-^ avec planche ; 1864 ^îr- 
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iWEMOJT (P. «M. «H.), Ingénieur cWil. — La Itè^le à Cahml expliquée. Mi 
Guide du Calculateur à Taide de la Rè^le logarithmique à tiroir, dans 
lequel on indique le moyen de construire cet instrument, et Ton enteiftte à 
y opérer toutes sortes de calculs numériques. Foit Tolume in-i2, aTee pi.: 

i853 ; !... 5 fr! 

lia liègrle à Calcul {Imtrumen t par Grauet-Lenoir) se vend séparément . 6 fr . 

fBOSranST (Ossian), Répétiteur à PEeoIe Polytechnique. '- Xieçoas de Méca- 
nique élémentaire, à l'usage des candidats à TEcoIe Polytechnique été PËeele 
Normale supérieure. Première partie ayec i35 figures intercalées dans le texte. 
In.8; i858 4 fr. 5o c. 

fBOUCBARXiAT (J.-Xi.), ancien Professeur de Mathématiques traoscendantea 
aux Ecoles militaires. ~ Éléments de Mécanique. 4* édit.; i vol. in-8, arec 
planches; 1861 8 fr. 

fBOUR (Bdm.), Ingénieur des Mines. ~ Cou r» de Mécanique et Machines, 
professé h rÉcole Polytechnique : CZZnBMATZQITE. ln-8 avec Allai de 

3o planches in-4 gravées sur cuivre; i865 > . « 10 fr. 

La Dynamique est sous presse. 

fBRE S S E, Professeur de Mécanique à PEcole des Ponts et Chaussées, Répétiteur 
à FEcole Polytechnique. — • Cours de Mécanique appliquée professé à 
llESoole des Ponts et Chaussées. 3 vol. in^, et Atlas in-folio de a4 P^* ^^ ^^* 
Chaque partie se vend séparément. 

Première Partie : Résistance des Matériaux et Stabilité des CoTUtruetiom, — 

In-8^ avec figures dans le texte; 1869 , 8 fr. 

Deuxième Partie : Hydraulique. — In-8, avec figures dans le texte et une 

planche; 1860 8 fr. 

Troisième Partie : Calcul des Moments de flexion dans une poutre h plusieurs 
travées solidaires, — In-^, avec planche et Atlas in-folio de 24 planches sur 

cuivre; i865 16 fr. 

fBRESSOlV (C. ). — Traité élémentaire de Mécanique appliquée aux 
sciences physiques et aux arts. (Mécanique des corps solides . ) In-4 et Atlas 

de 18 planches doubles; 1842 i5 fr. 

f DUHAMEIi, membre de Plnstitut. — Cours de Méoaidqne. 3^ édition, 3F0I. 
în-8 avec planches ; i862-i863 la fr. 

F&EYCZSTBT (Charles de), Ingénieur an Corps impérial des Mines.— Traité 
de Mécanique rationnelle, comprenant la Statique comme cas particulier 
de la Mécanique, avec figures dans le texte. 2 vol. in-8; i858 14 fr. 

fGABJfflER. — Iieçons de Statique, à Pusage des aspirants à PEcole impériale 
Polytechnique. In-8, avec planches ; 181 1 ^ fr. 

fHATOlV BS Uk GOUPXULZÈRB (J.-!!.)» Ingénieur des Mines, Professeur 
de Mécanique à TÉcole impériale des Mines, Professeur-supplléant ^e Mécani- 
que à la Faculté des Sciences de Paris, Répétiteur de Mécanique h PEcole Poly- 
technique.— Traité théorique et pratique des Engrenages. In*8 avec figures 
dans le texte; 1861 3fr.5oc. 

fHATOH BB XftA GOUPZZJIiliaiE ( J.-M.), Ingénieur des Mines, Examina- 
teur d^admission à PEcole Polytechnique. — Traité des Mécanismes, renfer- 
mant la théorie géométrique des organes et celle des rc'sistances passives. In- 8 
avec planches; 1864 '^ ^^' 

^JUZJUEN (le P.), de la Compagnie de Jésus .— Problèmes de Mécanique 
rationnelle disposés pour servir d^application aux principes enseignés dans les 
Cours. Cet ouvrage renferme les questions nouvellement introduites dans le 
Programme de la Licence et de nombreuses applications pratiques, a toI. in-S, 
avec figures dans le texte ; 2' édition (som presse). 

^lêAOiSLAXG'B. — Mécanique analytique. Troisième édition, revue, cor- 
rigée et annotée par M. /. Bertrand, Membre de Plnstitut. ià vol. in-4; 
1 855 40 f r . 

*BEAHZSTRB. — Cours de Mécanique appliquée. In-8, avec an figures 
dans le texte ; i858 8 fr. 

fPOINSOT (Xi.)f Membre de Plnstitut et dti Bureau des Longitudes, Conseiller 
titulaire au Conseil de ITTniversité. — Éléments de Statique, suivis de quatre 
Mémoires sur la Composition des Moments et des Aires ; sur le plan invariable 
du Système du Monde; sur la Théorie générale de PEquilibre et du Mouvement 
des Systèmes ; et sur une Théorie nouvelle de la Rotation des Corps {Ouvrage 
adopté pour l'Instruction publique) • 10* édit. In-8^ ayec pi . ; 1861 • . . . . . 6 u . 
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fFOUHEM» (S.-B.), Membre de l'Institut. ~ TraHé de BUoaniqpie. ^ éài- 

tioD, Gonsidërablement augmentée ; 2 forts vol. in-8 ; i833. i8 fr. 

fHWBftfi (H.), Ingénieur des Mines. — Traité de OinématSque pure. In-8, 
avec figures dans le texte ; 1863 6 fr. 

fSTU&BI, Membre de llnstitut. — Cours de Mécanique de l'*École Volyteob- 
Bî/iue, publié, diaprés le vœn de Tautour, par M. E, Prouhet, Répétiteur à 
PEcole Polytechnique, a vol. in-8 avec figures dans le texte; i86r . . . . la fr. 

* VI Kl lif iTS (J.), Inspecteur général de {''Instruction publique. — JHémenta de 

Méoanique, rédigés conformément au Programme du nouveau plan d'étodes 
des Lycées, i volume in-8, avec figures dans le texte; 1866 ^ îv. ^ c, 

* VIKI liTiTS ( J.). — Cours complémentaire d'Analyse et de Mécanique ration- 

nelle, professé à rÉcoIo Normale. In-8, avec planches ; i85i 7 fr. 

TABIillS DE liOQARITHlIES. 

*H €>UE Ii ( J. ), anc ien Élève dePÉcolc Normale. — Tables de ]LDgaritlimef à 
OISffQ BÉCEMAUSS pour les IVombres et les Xiignet trigono niétriqu eti 

suivies des Logarithmes d'addition et de soustraction ou Logarithmes deGauss 
et de diverses Tables usuelles, a® édition, revue et augmentée. In-8; 1864* 
(L'introduction de cet Ouvrage dans les Écoles publiques est autorisée pmr décision 
du Ministre de V Instruction publique et des Cultes en date du 32 août l85o.). a fr. 
f LAUklVBB. — Tables de l«o§rarîtlunes poUJr leslVombres et les Sinus à OISffQ 
lUlSCZMAUESS, revues parle baron Hejrnaud. Nouvelle édition augmentée do 
Formules pour la Bé solution des Triangles, par M. Bailleul, typographe. In-i8; 
1864 • {L'introduction de cet ouvrage dans les Écoles publiques a été autorisée 
par décision du Ministre de l'Instruction publique et des Cultes.) a fr. 

fîiAfi/ITWBE. — Tables de Irf>e^arithmes, étendues à SEPT BÉGUAIiES, 

par F.-C.-Af. Marie, précédées d'une Instruction dans laquelle on fait connaître 
les limites des erreurs qui peuvent résulter de l'emploi des Lognrithmcii des 
nombres (t des lignes trigonoroétriques, par le baron Reynand. Nouvelle édi» 
lion augmentée de Formules pour la Résolution des IHangles; par M. Bailleul, 
typographe. In-ia; 1864 ^ 3 fr. Soc. 

COURS Bi: HIATHÉniATIQlJES. 

fBABXNST, de l'Institut, et BOUSEXi, Professeur de Mathématiques. — Cal* 
enis pratiques appliqués aux Sciences d'observation. In-8> avec 76 figures 

dans le texte; loSy 6 fr. 

fCATAXJIlff (S.), ancien élève de l'Ecole Polytecbniauc — Manuel des Can» 
didats à l'École Polytechnique. 2 vol . in- 18 avec do6 figures 9 fr. 

Chaque volume se vend séparément. 

Tome 1*^ : Alg^èbre, Trig^onométrie, Géométrie analytique à deux di- 
mensions. In-i8, avec 167 figures dans le texte ; 1867 5 fr. 

Tome II: Cvéométrie analytique à trois dimensions, Mécanique. In-i8, 
avec 139 figures dans le texte j i858 4 ^f- 

fCOMBEROUSSE (Charles de). Ingénieur civil. Examinateur d'admission à 
l'Ecole impériale centrale des Arts et Manufactures — Cours de Mathéma- 
tiques, à l'usage des candidats à PEcolc centrale des Ans et M.inufaciures et 
de tous les élèves qui se destinent aux Ecoles du Gouvernement. 3 vol. in-8y 

avec figures dans le texte et planches. {Pris ensemble) 25 fr. 

Chaque volume se vend séparément, savoir : 
Le tome 1'^ : Arithmétique^ Algèbre élémentaire (avec ai figures dans le texte). 

7 fr. 5o c. 
Le tome II : Géométrie plane, Géométrie dans Vespace^ Complément de Géomé- 
trie, Trieonomélrie, Complément d'Algèbra (avec figures dans le texte). 10 fr. 
Le tome lll: Géométrie analytique. Géométrie descriptive (avec allas de 53 plan- 
ches contenant 274 figures) 10 fr. 

fF&AfffCQiSIIH (Ii.-B.).][— Cours complet de Mathématiques pures, ou- 
vrage destiné aux élèves des Ecoles Normale et Polytechnique, et aux candi- 
dats qui se préparent à y être admis. 4" éd.; 3 vol. in-8, avec pi.; 1837. la fr. 
fGB&OMO et ROGUST. — Progrrainme détaillé d'un Court d'AritlunétlqMf 
d'Algèbre et de Géométrie analytique, comprenant les connaissances exi- 
gées pour Padroission aux Ecoles du Gouvernement, suivi de Notes et des 
énonces d'un grand nombre de problèmes. (La Note IV est intitulée : Sur la 
théorie des Polynômes homogènes du second degré, d'après M . HermiU,) 
4^ éditicUf entièrement refondue. In-8 \ i856 3 fr. 5o e. 
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ODt été propotés dans les cinpotitiont natbematiqnM pevr TadaiissioB xa 
ffrmde dt BmtAelier es Sciemces dans dîTerses Facaltes de Fnnee. In^, av«tt 

ngores dans le texte; iS65 6 fr. 

liOniBAHPr (A;. — aeooea de» principauz Prablémes posés dans les 
examens poar V École Poljteckmique et pour V École Cemtrmle des ArU et Jf«- 
nmfmetmresj ainsi que dans les conférences des Écoles préparatoires les plus 
importantes de Paris, fenwrrfs et sol utkws . i rolame lithoCTaphié grand in -8 

sur jésns; i863 S fr. 

f KSTWAIID. — Traité tiémentaira de Matl i éiMiatiutt e s et de P hysêq ue, snÎTÎ 
de Votioiia wn In CShimie et wn FAstroBOMie, à Tosage des elè^-ea qnl se 
préparent ans examens pour le Baccalauréat es Lettres. 4* édition; a toI. 

UkS, avec plancbeâ ; i&44 is fr. 

Le loae f se rend séparément 5 fr. 

f REraAUll et BOHAMEL, ancien Êlëre de PEcole Polytechnique. — Piro-> 
lilfims et dèveloppemeats sur diverses pnrtSes des BKaihéaiattqnea. In-^ 

avec planches,, i8a3 b fr. 5o c. 

•fSAUW, ancien Professeur de Philosophie à rUniversite' de Montpellier. — 
Xnstitntioiis aiallif maliqiiti serrant d''intmr1oction à un Covus de PhOoso- 
phie à rnsaee des XTnÎTersités de France. 6* édition: in- 8. arec planelies: 
i835 5fr. 

ASTROltOimS ET c^oshocraphie. 

AM MOAIBB VDSUé VA& IS BOREAU SES liOSGITiniBS VOBR 
&*AMMJÉaS 1S€6, aTcc une Voiâoe soicBtifiqae par M. DeUmmsor. 
Iu-i8 I fr. a5 c. 

f ABAGO (F.). — Analyse delà vie et des travanz de sir 'WHlianaBersoliel. 

In-i8 ^ I fr. 

— Astronomie populaire. 4 vol. arec a) cartes et planches (8o figures) sur 

acier et 3oo figures dans le texte 3o fr. 

BACSB, Professeur au Lycée de Strasbourg. — Calculs des Eclipses de SoleO 
par la Méthode des Projectioiis. ln-8; i86o a fr. 

fBI0T, membre de r Académie des Sciences. — Traité éléw ientaire d^Aatrono- 
mîe ph jsîqœ, 3* édition; corrigée et augmentée. 5 volumes in-Savec 94 p1an> 
ehes; 1807 65 fr. 

publiée par le Bureau des Longitudes P01J& Xi*AHmJËE 1867 : 

Sans Additions 3 fr. 5o c. 

Jvec Additions 6 fr. 5o c. 

t'yF'-^^***-'*'j Membre de Tlnstitut. — Tndté oonqdet d'AstroiMMnîe tliéo- 
riqueet pratî«pie. 3 toI. in-49 >▼<•£ planches ; i8i4 4^^ fr. 

IDELAMB&E.— Histoire de TAstronomie anoieiiiie. s vol. in-4} a^cc plan- 
ches ; 1817. âS fr. 

fSELAMBRE. — Histoire de P^stronomîe du naoyen âge. i vol. in-4 avec 
plan ches ; 1819 ao fr. 

fffF*-^****-*^ — Histoire de l'Astronomie moderne. 3 toI. in-f» avec pi. 
1821 ..^^ 3o fr. 

fDELAMBRB. — Histoire de l'Astronomie au XVZZZ* siècle ; publiée par 
M. Mathieu f Membre deTAcade'mie des Sciences et du Bureau des Longitudes. 

In-4, avec planches, 1827 ; oo fr. 

SELAUSIAT (Ch.), fnge'nieur des Mines. — CJoors élémentaire d^Astrono« 
mie, concordant arec les articles du Programme officiel pour renseignement 
de la Cfismographie dans les Lycées. 4« édition, ln-12, avec planches; 
i865 » 7 fr. 5o c. 

fBZBir. — Atlas céleste, contenant plus de 100,000 étoiles et nébuleuses. In« 
folio de 36 planches gravées sur cuivre, dont trois doubles, avec une Introdaœ» 
tion par M. Babinet, membre de Flnstitut; 1864. 

Prix : Cartonné, toile pleine 35 fr . 

Relié avee luxe, demi-chagrin 4^ fr. 

tPHAMTCOBUR (L-B.). — Uranogniplrie, ou Traité élémentaire d'Astro- 
nomie, à Posage des personnes peu venées dans les Mathématiques, des Géo- 
graphes, des Marins, des ingénieurs, accompagnée de Planisphères. 6« édi« 
tion, revue, corri{;éo et augmentée d'une Hotioe sur le Vie et les Ouvrage 
de l'Antenr, par M. Franemur fils. Professeur de Mathématiques spéciales an 
Collège Chapul et à PEeole des Baaax-ArU. (Oédice à M. F. Àrmgo.) ln-8, 
avec planches ; i853. 10 fr. 
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failfOT-MSS&OX8 (Mil*). -. Betoription et uMçe* du OaleaUer 

wiim<|iM perpétuel. In-8 ayec le VZJimSPBÈRE ; 1861 5 fr . 

fBAltAMT(B.), Licencié es Sciences , et IJIlFFXTE (P.), Professeur de Mathé- 
matiques. — Xieçons de Cosmographie, rédigées d'après les Profframmes arrêtés 
par la Commission chargée des attributions du Conseil de perfectionnement et ap" 
prmwés par le Ministre de la Guerre. In-8, aTec pi . ; i853 3 fîr. 5o c. 

fZBIBA&D. — Be la Mesure du Temps, et BesoriptSon de la Méridieime 
▼ertioale portative du Temps Trai et du Temps moyen pour régler les 
pendules et les montres, etc. a^ édition. In-i8, avec pi. 1857 1 fr. 

fIftAiCROZX.— Introduction à la oonnaissanee de la Sphère. In-i8; «Tec pi.; 
1864 ifir. a5c. 

fIJkPI3iCE( Marquis de). —Exposition du Système du Monde. 6" édit., 
précédée de PÉlogre de l'Auteur, par M. le baron Fourier. In-49 papier fin, ' 
avec portrait; i835 i i5 fr. 

fUkPXJkCE.— Précis de l'Histoire de l'Astronomie. a« édit. ; in-8; i863. 3 fr. 

'^BIATBZEU (de la Drôme). — Be la Prédiction du Temps. In-8; a® édi- 
tion ; 1862 1 2 fr . 

^POHTÉCOUXiANT (G. de ), anciep élève dePEcole Polytechnique, Colonel an 
corps d^Etat-Major. — Théorie analytique du Système du Monde, a^ éd., 

considérablement augmentée, tomes I et Ai, in-8; io56 • 18 fr. 

Cette nouvelle édition des tomes I et II dans laquelle se trouvent les 
Suppléments des livres II et V, forme un Traité complet d'Astronomie thé^ 
rique,et peut être considérée comme une Introduction à la Mécanique eéieste de 
Laplace, et un Complément à la Mécaniaue de Poisson, 
On vend séparément : 

fLes tomes III et IV (i" édition) 33 c. 

Supplément aux livres II et Y (i'^* édition) 3 fr. 5o c. 

Supplément au livre Vil ; 1860 a fr. 5o c. 

L'ouvrage complet, 4 volumes et ce dernier supplément 5a fr. 5o e. 

RESAXi (H.), Ingénieur des Mines, Docteur es Sciences. —Traité élémentaire 

de Mécanique céleste. In-8 avec planche ; i865 8 fr. 

L'Auteur s'est proposé pour but dans cet Ouvrage d'exposer les principes 
fondamentaux de la Mécanique céleste, à l'aide de démonstrations assez simples 
pour être introduites dans l'enseignement supérieur. 

CHUmi: ET PHOTOGRikPHIE. 

^AmUAZ&EPBOTOGRAPBXQUE POUR Z-'AimËE 18€€ (a* ann«fe} ; 
paria. Davanne. In-18. 

Prix : Broché 1 fr. 75 e. 

Cartonné a fr. a5 c. 

Des Annonces bibliographiques et industrielles sont placées par l'éditeur à It 
suite de l'Annuaire. Elles se trouvent ainsi, pendant toute une année, sous les 
yeux de lecteurs spécialement intéressés à en prendre connaissanœ, et elles 
jouissent par suite d'une publicité très-sérieuse et très-éteudue. 
Le prix des Annonces est fixé ainsi qu'il suit : 

Par ligne de mignonne, contenant 41 lettres I fr. 

Par page entière de 3o lignes ^ ao fr. 

Par demi'-page la fr. 

Envoyer les Annonces à M. Gauthier-Villars, Imprimeur-Libraire, quai des 
Augnstins, 55, Paris. 

*BAILBES'VrXIi etDAVAmffE. — Chimie photographique, contenant les 
éléments de Chimie expliqués par des exemples empruntés à la Photographie; 
lesprocéde's de Photographie sur glace (collodion humide, sec ou albuminé), 
sur papiers, sur plaques; la manière de préparer soi-même, d'essayer, d'em- 
ployer tous les réactifs, d'nliliser les résidus, etc.; 4^ édition, revue, augmentée, 

et ornée de figures dans le texte. In->8 ; 1864 8 fr. 5o e, 

fBASSET, Professeur de Chimie appliquée. — Précis de Chimie pratique, ona. 
Éléments de Chimie Tulgrarisée, renfermant les faiU les plus incontesUbleaB 
de la science chimique; les formules et les équivalents, les méthodes les plues 
rationnelles dé préparation et d'analyse des corps les plus usuels, ainsi que les- 
principales applications de la Chimie aux arts et à llndnstrie. in-iÔ iésu^ 
de642pageB, aTecfigures dans le texte*, 1861 «^ -.. » fr— 
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fMBSLTBWUOT (BEaroelin), ProfoMenr de Chimie organlqna à rÉeolc de 
PlnriMieto et chargé deeoara en Collège de France.— laeçone rar las Méthodes 
C^énésales de Synthèse en Clûmie org^anîque {Cours du ColUge de Frmuee) • 
In^; ]864 8 fr. 

fSOOSSDfffiUkUIiT, Membre de Plnstitat. — Agronomie, Chimie agricole et 
Mqfsiologie. o^éditiom. Tomes 1, 11,111, iii-8, avec planches sar cuiTreet figaree 

dan# la teita; 1860-1861-1864 iS fr. 

Oui^ue volume se vend séparément 5 fr. 

fOABOtIHS (Auguste), Examinateur de sortie pour la Chimie à l*£co1e impériale 
PoMechniqae. — Traité de Chimie générale élémentaire. Leçons professées 
à rËeole impériale centrale des Arts et Manufactures. 1^ édition. 3 vol. in-i8 

afree figures et planches; 1860 ia fr. 

{L'introdÊietion de cet ouvrage dans les Ecoles puhliques est autorisée par déci" 
tkm de 8. Exe, M. le Ministre de VInstruction publique et des Culus en' date du 
5 août 1869.) 

*BA,irAXinS et GIRARD. — Recherches théoriqnes et pratiffues sur la 
fonnatîon des épreuves photographiques positives. In-8 ; 1864 4 ^* 

*VAVRB (V.-A.)y correspondant de Plnstitut (Académie des Sciences), Pro- 
fesseur de Chimie à la Faculté des Sciences de Marseille. — ABde-Mémoire 
de CSUmie à l'usage des lÉjoées et des établissements secondaires, rédigi 
confo rm éme n t au Programme du Baccalauréat es Sciences. In-8, avec atlas 

de i4 ^laDches renfermant 1 17 figures ; 1864 8 fr. 

M* Damas, Membre de Tlnstitut, en présentant VAide^ Mémoire de Chimie de 

M* Favre à TAcadémie des Sciences, s^est exprimé ainsi : « L'Auteur a complètement 

» atteint le but qu'il s'est proposé; son livre sera indispensable et au Professeur 

» qui prépare la leçon de Chimie, et à TAuditeur qui Técoute, et à rÉIéve qui 

9 subira demain son examen. » 

fGRASniEAU (II.), Docteur es Sciences, et TROOST (Zi.)» Professeur de 
Physique Qt de Chimie au lycée Bonaparte. — Traité pratique d'Analyse 
cdbimiquey par F. VŒHLCR, Professeur de Chimie à PUniTersité de Gœt- 
tingue^ Associé étranger de iMnsiitut de France. — Édition française, publiée 
avec fe concours de PAuteur. i volume in-i8 Jésus, avec 76 figures dans le texte 
et une planche; 1866 4 ^^' ^° ^• 

fHTRW (G -A.)> Membre honoraire de la Société des Sciences naturelles de Zu- 
rich. — Théorie mécanique de la chaleur. Première partie, Expositifin analy- 
tique et expérimentale. Deuxième édition entièrement refondue. In-8 grand 

raisin, avec planche; i865 ; 9 fr. 

La deuxième partie, contenant l'Historique et V Exposition philosophique, 'jforattra 

prochainement et se vendra séparément comme la première partie. 

tPASTBUR. — Houveau procédé industriel de Fabrication do Vinaigre. 

In-4; 1862 60 c, 

PAVUM. — • Précis de Chimie Industrielle. 3 vol. in-8 de texte et i vol. de 
planches ; 4"'édition a5 fr . 

*RllSSETiTi (C). — lie Procédé au Tannin, traduit de Panglais par M. limé 
Girard; 3* édition entièrement refondue et renfermant la description des nou- 
veaux procédés de préparation, de développement, etc. In-18 sur jésus, avec 
figures dans le texte; 1864 a fr. 5o e. 

fflAnUTB-CULERE DEVZUJS (H.), Maître de Conférences h PEcole Nor- 
male, etc. — Be l'Aluminium. Ses propriétés, sa fabrication et ses appiioa;- 
tîons. In-d, avec planches ; iSSg 3 fr. 5o c. 

fSAIiVlËPrAT (A.), Chef des travaux chimiques à la Manufacture impériale de 
Sèvres. — Zîeçons de Céramique professées à TEcole centrale des Arts et 
Manufactures, ou Technologie céramique, comprenant les Votions do Chî« 
mie, de Technologie et de Pyrotechnie applicables à la fabrication^ à la 
s^thésci à l'analysci à la décoration des poteries, a vol. in-i8y avec 479 
figures dans le texte 13 ur. 

i-8CHEURER-XESTm:R.(A.). — Principes élémentaires de la Théorie 
obimlque des Types, appliquée aux combinaisons organiques, I0-8; 
1863 3 fr. 

PHTSIQVE. — TÉUÉQRAPHIi:. 

"t'RTTiTi'BT, Professeur de Physique à la Faculté des Sciences de Dijon . — Traité 
d'Optique p h ysi q ue. Q forts volâmes in-S, a?ec lA planches renfermant 
3375guresji858-i859 : T i5 fr. 
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*W MOMOBL (Th.), Ingénieur électricien de rAdminiiurationdei Ligne» t^ 
Jffgraphiques. — Traité théorique et praticiue de Télégraphie élec t ri qu e, à 

Tusago dei employés télégraphistes, des ingénieurs, des constructeurs et des 
inventeurs. Vol. in-8 de (ï^a pages, avec i56 figures dans le texte et 3 plancka. 

Imprimé sur carré fin satiné ; 1864 10 fr. 

fCHJAWPBAU (iKniis), Docteur es Sciences, Professeur de Chimie à i^Assoeia- 
tion Pbilotechniquc. — Instruction pratique sur l'Analyse spectrale, com- 
prenant : 1^ lu description des appareils ; -i^ leur application aux rechercbei 
chimiques; 3^ leur application aux observations physiques; 4^ la projeetioo 
des spectres. In -8 avec 'j planches sur cuivre et i planche chromolithographiée; 
i863 3fr. 

fJAMZW (J.), Professeur de Physique à PEcole Polytechnique. — Oonrsde 
Physique de l'École Polytechnique. 1^ édition, tome l*''. ln-8 de 55^ pa^ 
avee 270 figures dans letoxie et une planche sur acier. i863. {L'introduethmit 
ce premier volume dans les Écoles publiques est autorisée par décision dm MiniMtn 
de l'Instruction publique et des Cultes ) (Se vend séparément.) la fr. 

Les tomes II et III (ensemble) 90 fr. 

fUkBKÉ (G.), Membre dePInstitut. — Zicçonssur la Théorie analytique de la 
Ohaleur. ln-8, avec figures dans le texte \ 1861 6 fr. 5oe. 

fPÏBRRB (J.-Z.), Correspondant de Plnstitut (Académie des Sciences), Profei- 
seur à la Faculté des Sciencos de Caen. — Exercices sur la Physique, ou Be* 
cueil de questions susceptibles de faire l'objet de compo slti on » écHtes soif 
dans les classes supérieures des Iiycées, soit aux examen» du Raocialaa 
réat es Sciences, soit aux examens d'admission aux principales éoolssi 
avec l'indication des solutions, a® écUt.; in-8, avec 4 planches ; 1869* 4 ''* 

fPOZSSOM . — Théorie mathématique de la Chaleur, avec un Supplément oa 
Mc'moire Mir les températures du •;iobe et do Pespace à différentes époques, 

i835 et 18.37. 2 vol. in-4 ao fr. 

Le Supplément (1837 ) se vend séparément 4 ^' 

fRSBOH. — Théorie générale des BlTets dynamiques de la Chaleur. la -4, 
avec planches , i854 ^ .\ 6 fr. 

f SEXf ABjaom (de). — Traité de Cristallog^raphie ; traduit de l'anglais de 
Uiller, Itï'S, avec 13 planches; 1842 5 fr.. 

CÉOCRAPHIE ET HISTOIRE. 

*06E& (F.)y Professeur d^Histoire et de Géographie, Maître de Conférences as 
Collège Sainte-Barbe. — Gtéog^raphie physimae, militaire, historiquei poli- 
tiquCy administrative et statistique de la France, rédigée conformément «s 
Pro^amme officiel^ à Pusage des candidats à PEcole militaire de Saint-Cyret à 
renseignement géographique des Lycées. 3* édit., revue et augmentée de la 
Géo§Taphie g^énérale et de la Cvéo^aphie industrielle et oommerciale, 

▼ol. in-8| avec ATLAS de 23 cartes in-plaoo; 1864 '. 10 fr. 

On vend séparément : 

Texte 3fr. 

Atlas 7 fr. 

*OOER (F. ). —Petit Atlas de Gvéog^raphie générale, à Tusngc des Lycées et des 
Institutions, comprenant 9 cartes in-plano j 18G6 3 fr. 5o e. 

*OOE& (F.). ~ Histoire de France et Histoire générale, depuis ravénement 
de Louis \£V jusqu'^à lu chute de l'Empire (i643-i 81 5). — Cours de Rhéto- 
rique, rédigé conformément au Programme qfficiel. In -8, de 53a pages; 
1862 7 fr. 

*OGE& (F-), Profesâcur d^Histoire et de Géographie, Maître de Conférences ao 
Collège Sainte^Barbe. — Cours d'*Hîstoire générale à Tusage des Lycées, des 
candidats à PÉcoIe militaire de Saint-Cyr et des aspirants aux Baccalanréau 
es Lettres et es Sciences, rédigé conformément aux Programmes officiels. 
1'* Partie. — Histoire ancienne et Histoire du moyen Age Jusan'ea 

fr. So c. 



1328. In-8; i863 3 

II*' PiRTiB. — Histoire du moyen âge et des temps modernes depuis 

PaTënement des Valois jusqu'à la paix de Westphalie (i3a8-i648). In-8; 

1 864 3 f r . 5o c . 

JII^ Partie. — Histoire moderne depuis Tavénement de- bmis ZXV 
Jttfqu'Anof Jouri(1643-lEeSV\ïv-%-,\^feS y 6 Ir. 
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TOPOGRAPHIE, «ÉODÉME ET JJBPEI¥TACE. 



BE CHAMP (P.), Ingénieur des Ponts et Chaussées. — Traité du 
STivellement, contenant la théorie et la pratique du nivellement ordinaire et 
les niTellemants expéditifs dits préparatoires ou de reconnaissance, a* édition, 
revuOf corrigée et augmentée. In-8 avec planches ; 1861 5 fr. 

BRETOSf BS CHAMP, Ingénieur en chef au corps impérial des Ponts et 
Chaussées, Directeur adjoint du dépôt des cartes et plans an Ministère de PAgri^ 
culture, du Commerce et des Travaux publics.— Traité du lever des plans et 
de l'arpentagre, précédé d'aune introduction qui renferme des Notions sur Vem- 
ploi pratique des logarithmes, la Trigonométrie, VÀlgèhre etVOptique, Vol. in-8, 
avec 9 planches gravées sur cuivre ; i865 « 7 fr . 5o c. 

fCBEVXGinâ (de). — Tables numériques desUnées à faciliter les opérations 
topog^raphiques, calculées pour la division sexagésimale de la circonférence. 
2® édition; in-iG avec a planches ; i863 1 fr . 5o c. 

FBJkMCOQBniL (Xi.-B.). — Traité de Ctéodésie, comprenant la Topographie, 
PArpentage, le Nivellement, la Géomorphie terrestre etaitronomique, la Con- 
struction des Cartes, la Navigation, augmenté de M otes sur la mesure des 
l»ases, par M. Hossard, Ijieutenant-Colonel aux Ingénieurs-Géographes, Profes- 
seur d'Astronomie à PÉcole Polytechnique. 4* édition, revue, corrigée par 
M. Fnancœur fils. Professeur de Mathématiques à PÉcole des Beaux-Arts. In-8, 

avec 1 1 planches; i865 10 fr. 

fLAm. — Traité de Géodésie pratique simplifiée. 2 yol. in-8, a?ee i5 pi.; 
i855 10 fr. 

*IiAUSSf8BAT (A.), Capitaine du Génie. — Iieoons sur l'Art de lever les 
Plans, comi^renant les levers de terrain et de bâtiment, la pratique du 
nivellonent ordinaire et le lever des courbes horizontales à l'aide des 
instruments les plus simples. Ouvrage utile aux Propriétaires, aux Agents des 
travaux publics, aux Instituteurs primaires , aux élèves des Ecoles normales 
et industrielles et auxSous-OfQciers de l^armée. In-4, avec lo pi.; 1861 . 5 fr. 

t£EFÈV&E. — Abrégrédu nouveau traité de l'Arpentage, ou Guide prati« 
que et mémoratif de l'Arpenteur, particulièrement destiné aux personnes 
qui n^ont point étudié la Géométrie, contenant toutes les méthodes néces- 
saires pour PArpentage, le Levé des plans, PAménagement des bois, le Nivel- 
lement, le Toisé, suivi d^un nouveau mode d^observcr les angles d^une triangu- 
lation, etc. In 12, avec 18 planches, dont nne coloriée 7 ^i** 

fBEARZE, Professeur de Mathématiques et de Topographie. — Principes du 
Bessinet duljavis de la Carte topographique, présentés d^une manière élé- 
mentaire et méthodique avec tous les développements nécessaires aux per- 
sonnes qui n'ont pas Phabitude du Dessin ; accompagnés de 9 modèles, dont 8 
sont coloriés avec soin, i vol. in-4 oblong ; iSaS i5 fr. 

PUISSAltT. -^ Traité de Géodésie, ou Exposition des méthodes trigonomé- 
triques et astronomiques, applicables, soit à la mesure de la terre, soit à la 
confection du canevas des cartes et des plans topographiques. 3® édition, cor- 
rigée et augmentée ; a vol . in-4> »vec planches ; 1 842 4^ fr . 

i*&EOBrAUXiT (J.-J.).— Traité de C*éométrie pratique et d"* Arpentage com- 
prenant les Opérations graphicpies et de nombreuses Applications aux Tra- 
vauzdetoutenatureà Pusage des Ecoles professionnelles, des Ecoles normales 
primaires, des Employés des Ponts et Chaussées, des Agents Toyers, etc. 2^ édi- 
tion, revue et augmentée. In-8, avec i4 P'*» ^^^ ^ ^f • 

^SJSGBTAUXiT (J.-J.), Bachelier es Sciences mathématiques, Directeur des Annales 
des Conducteurs des Ponts et Chaussées et des Annales des Chemins vicinaux. 
•7- Cours pratique d'Arpentage à l^usage des Instituteurs , des Elèves des 
Écoles primaires, des Propriétaires et des Cultivateurs. In-i8, sur jësus, 

avec figures dans lo texte; 1861 i fr . 5o c. 

Ouvrage choisi en i86a par Son Excellence M» le Ministre de VJnstruction 
publique pour les bibliothèques scolaires. 

i'VBO&EL, Géomètre de première classe du Cadastre du département de POise. 
— Arpentage et Cbéodésie pratique, ouvra^ dans lequel on peut apprendre 
le Système métrique, PArpentage, la Division des terres, la Trigonométrie 
reetiligne, le Lové des plani^ la Gnomoniquey etc. In-4> ^^^ pl* î t«i3. 4 ^r- 
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IIESSIir EV PERiPECinrE. 

B0>II01U3T4( JuIm], Cbefdcs travaux graphiques à ITcoIe Centrale. - 
oîoei de Bessin linéaire et de Xiavii à Pusage des aspirants à l^cole centrale 
des Arls et Manufactures. {Recueil approuvé par le Conseil des Éludes,) In-folio 
eblong 6 fr. 

CBJB860IV (A.'J.)» Professeur à rÉcole d'Artillerie et au Lycée de Rennes. ~ 
Principes de Dessini grands modales gradués pour préparation à tous les 
genres. Portefeuille de 40 Planches format demi-jésus (55 centimètres sur 3S cen- 
timètres) imprimées sur papier fort^ et Texte in-8 \ io65 S fr. 

iDBLAXSTRB (Xi.]j Professeur de Dessin général. ^ Ctoursooflnpletde Benia 
linéaire, gradué et progressif contenant la Géométrie pratique^ élémentaire 
et descriptive; PArpentage, la Levée des Plans et le Iiiiyellementj le Tracé des 
Cartes géographi(]^ues; des Motions sur rArchitecture ; le Des&in industriel ; la 
Perspective linéaire et aérienne; le tracé des ombres et Pétude du Lavis. 
Outtre Parties, composées de 60 planches et 70 pages de texte ln«>4 oiiloAg à 
ueox colonnes^ tirées sur Jésus. 

Ouvrage donné en prix, par la Société éP Encouragement pour tlndmstrie natio' 

nale, aux contre-maîtres des établissements industriels, et choisi en 1862 pdr Son 

Excellence M, le Ministre de l'Instruction puhlitjue pour les bihliothètfues scolaires. 

Prix de Pouvrage complet cartonné i5 fr. 

GOUIUÏSRZE (Jules de la ) , Ingénieur en chef des Ponts ei Chauesées, Profes- 
seur de Géométrie descriptive à PEcoIe Polytechnique et au Conservatoire des 
Arts et Métiers. — Traité de Perspective linéaire, contenant les tracés pour 
les tableaux plans et courbes, les bas-reliefs et les décorations théâtrales, avec 
une théorie des effets de perspective ; ouvrage conforme an Cours de Perspec- 
tive qui fait partie de l'enseignement de la Géométrie descriptive an Conser- 
vatoire des Arts et Métiers, t vol. in-49 e^ec atlas in-folio de 45 planches, dont 
8 doubles ; iBSq 4^ fr. 

nSbUZOT. — Éléments de Perspective linéaire^ comprenant la Théorie et les 
procédés pratiques de cette science, avec un grand nombre de problèmes nu- 
mériques et d'applications usuelles, les principes de la Géométrie descriptive, 
et des notions sur les Ordres d'Architecture. 3*édit.; in-8, avec un atlas grand 
in-4 de 37 planches 10 fr. 

.XAUE. — Principes des Écritures .en oaraotères ordinaires et en carac- 
tères moulés, appliques aux Plans et aux Cartes, et suivis de dix modèles gra- 
vés avec soin, etc. ln*4 oblong 6 fr« 

fTHIERRT fils, Graveur, éditeur du Vignole de poche . — Méthode graphique 
•t géométrifiue, ou le Bessin linéaire appliqué aux arts en général, et en par- 
ticulier à la Projection des Ombres, à la pratique de la Coupe des Pierres, à la 
Perspective linéaire et aux cinq ordres d'Architecture; ouvrage utile à tous les 
Artistes et Ouvriers employés a la construction et a la décoration des édifices. 
2*édition, revue et corrigée par M. C.-jP.-Af. Marie. Grand in-8 oblong, avec 

5o planches; 1846 8 fr. 5o c. 

Ouvrage choisi en i86a par Son Excellence M. le Ministre de l'Instruction 
publique pour les bibliothèques scolaires, 

m 

ARCHlTECXURISt VRATAIDIL FlJBIdlCS» 

PONT§ ET CHAUSSÉES, 

HTBRAIJIiIQIJE ET MÉTAIiIiVRC^IB» 

fSAlIBUSSON. — lie Rapporteur exact, ou Tables des cordes de dhaqoc^ 
ang^le, depuis une minute jusqu^à cent quatre-vingts degrés, pour uc^h 
rayon de mille parties ég^ales. In-i8, 4' édition ; 1861 2 fr " 

i-BZaiOZT (P.-M,-IV.)| ancien Élève de l'Ëcole Polytechnique: Pan des cin» . 
fondateurs de PEcole centrale des Arts et Manufiictures ; Membre du Comit^B 
des Arts mécaniques de Ik Société d'Encouragement pour l'industrie nctiosalsv 
— (Suide du Meunier et daConstmotear de BKonlint. I'* Pfertlei Oon^e 
siruotion des Moulins. U* Partie : Meunerie, a volumes in^S de goo pagee^ ^ 
avec as planches contenant 938 figures ; i803 16 û^ 



TIHEAram DE GACTHIBR-^nLLAU. l5 

l(Jiile»% Infféniear, ancien élève de TEcole' centrale des Arts et 

Manufactures. — Traité prati<ine de la &éfbtanoe des Matériaux appliquée 
à la ooasir u o li an des ponts, des bâtiments, des machines, précédé de No- 
tions sommaires d'Analyse et de Mécanique, suivi do Tables numériques don- 
nant les moments d^ineriie de plus de 5oo sections de poutres différentes, ln-8, 
avec planches 6 fr. 

iBA&Cnr. — &eohendies expérimentales relatives aux mouTements des eaux 
dans lestojaux, avec Tables relatives au débit dos tuyaux de conduite. In»4, 
avee 19 planches; 1867 ao fr. 

jfMOKVBilB (E,)/ ancien Élève de P£cole Polytechnique, Ingénieur des Ponts et 
Chaussées. — Manuel du Conducteur des Ponts et Chaussées, diaprés le 
^ dernier Programme officiel des examens. Ouvrage indispensable aux Conducteurs 
et Employés secondaires des Ponts et Chaussées et des Compagnies de Chemins 
de fer, aux Agents voyers et à tous les Candidats à ces emplois. &* édition, 
3Yol. in-8, avec 65a figures dans le texte et 4 planches d^instruments dessinés et 
gravés dViprès les meilleurs modules ; i865 i3 fr. 

fBnSÊLlSB (B.% ancien Élève de PEcole Polytechnique, Ingénieur des Ponts et 
Chaussées. — Vade-Mecnm a dminis tratif de l^Entrepreneur des Ponts et 
Chaussées, ou Recueil raisonné des documents relatifs Igl^adjudication, à Fexé- 
cution et au règlement des travaux, avec Pexposé détaillé de Ifi procédure et de 
la jurisprudence des Conseils de Préfecture et du Conseil d^État. In-ia; i85q. 

3fr. Soc. 
*nUffVCmET rCharles de), Ingéniour au Corps impérial des Mines, Chef de 
PExptoitation aes Chemins de Fer du Midi. — Des pentes éoonomlc|ues en 
de fer. Recherches sur les dépenses des Rampes, ln-8; 1 861 ... . 6 fr. 



*^BFO&T (P.)> Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées^ membre correspon- 
dant de l'Académie des Sciences de Kaples. — Tables des surfaoes de déblai 
et de remblai, des Iarg;eurs d'emprise et des longu eurs des talus, re latives 
à un chemin de fer & deux voies ou à une ROUTE BS ZO MlSTlUBE do 
largeur entre fossés, pour des cotes sur Taxe de o"* à i5™, et pour des déclivités 

aar le profil transversal de o"' à o*",a5. Grand in-8, sur jésus ; 1861 3 fr. 

— Vables relatives à une ROUTE BE 8 MÈTRES, etc. Grand in-8 sur 

Jésus ; i863 , 3 fr. 

— TsAl es pour un chemin de fer à UlffE VOIE ou à une ROUTE BB 

6 MÈTRES, etc. Grand in-S sur jésus ; 1862. 3 fr. 

iHBZSSAS (N.), ancien Ingénieur du chemin de fer de Paris à Cherbourg, Cen- 
seur des Etudes au lycée de Cahors. — Tables pour servir aux études et A 
Fexéovtion des Chemins de fer, ainsi que dans tous les travaux où Ton fkit 
vsagedu Cercle et de la Mesure des Angeles. Ouvrage honoré de la Souscrip^ 
Uon des Minisires des Travaux publics, de l'Instruction publique, de la Guerre, 
de la Marine et de l'Algérie, In-ia de 4^ pages en tableaux, avec figures dans le 

texte ; 1860 8 fr. 

Cartonné g fr, 

^IUEMïNAUXiT (J.-J.). -^ Manuel des Aspirants au grade dlngénieur des 
Ponts et Chaussées. — Guide du Conducteur des Ponts et Chaussées, de 
l'Agent voyer, du Garde du Génie et de l'Artillerie, rédigé d'après le nou- 
Teau Programme officiel. 

Ouvrage divisé en 1 Parties.— Chaque Partie se vend séparément i 
Partie théorique, contenant : l'Algèbre, la Géométrie analytique, la 
Jp^métrie descriptive, la Coupe des Pierres, la Charpente, la Physique, la Chimie, 
y^* notions de Géologie, la Mécanique des corps solides et PHydraulique. 2 Toi. 

**^*-8, avec 44 planches 12 fr . 

. PARTIE PRATIOUE, contenant: les Cours de Routes, Cours de Chemins 
^^ fer. Cours de Ponts, la Navigation intérieure, des Notions sur les dessèchements 
^^ les irrigations, les Ports maritimes, des Motions d^Archi lecture et l'exécution 
^«» travaux, etc. a vol. in-8, avec 5o planches 12 fr. 

"«"^inTB (ifanile)r Ingénieur civil. — Manuel aide-mémoire du Construoteur 
de travaux publics et de machines, comprenant le Formulaire et les Bon- 
nées d'expérienoe de la oonstruotion. 3* édition, in-ia ; 1861 . . a fr. 5o c. 

^VOM VTffiTiAHOBAU, Astronome i l'Observatoire impérial de Paris. — 
Sur l'iKablissement des Arches de pont, envisagé au point de vue de la 
phia grande stabilité, et Tables pour fhoiliter les applications numériques. 
Ia-4# «TOC figures dans le texte et planches ; i854 ( a fr. 



/ 



l6 UBRAIEIE DE CACTHBR-inLLAU. 

HABIlfE. 

OAZLLET, Ezaminatour de la Marine.*— Traité élémentaire de Wtanîgttkm 

à Tusage des Of&ciers de la marino militaire et de la marine du commerce. 3* 

édition, revae et corrigée, in*8, avec Oguros ; 1861 9 fr. 

tCHAPBKAX — Traité de la Conitruotion des Vaisseaux. Traduit du saëdeii 
par Yial de Clairhois. ln-4« avec planches 3i fr. 

OHA&DOBntEAU (F.-J.-T.), Lieutenant de Taisseau. — Guide du Maria 
sur la loi des Tempêtes. Traduit de Tanglais de H. Piddington, Président de k ' 
Gourde Marine à Calcutta, a* édition, in-8, avec planches et cartes; i85^ ' 
(Ouvrage honoré de lu souscription de S. E. le Ministre de la Marine.]. 10 v, 

COVSOUN (B.), Maitro Voilier entretenu de la Marine impériale et Profei- 
seur du Cours de Voilerie à Brest. — Mamiel du VotUier, revu et publié psr ^ 
ordre de S. Exe. M. PÂmiral Bamelin, Ministre delà Marine. Ouvrage approsvé ; 
pour Pinstruction des Elèves de TEcole Navale et pour celle des Voiliers dai 

arsenaux. Grand in-8 sur jésiis, de S'iS pages et 1 1 planches ; iSSg la ir. 

*OOIVSOIiXlf (B.). — Méthode praticfue de la Coupe des voiles des navlnsil 
emlMtfoations, suivie de Tables graphiques facilitant les diverses opératioasde 
la coupe, aVec ou^ans calcul; ouvrage offrant aux Capitaines des renieiffM-' 
ments utiles à la mer. In-ia avec 3 planches ; i863 f fr. 

GOMS'OIiXM (B.). —Xi*Art de voiler les embarcMtioiis, suivi d'un Âido-Méaoin 
de Voilerie. lu-ia avec une grande planche; 1866 2 fr. 

B'ilTItOTAT (Ad.)y Constructeur. — Traité élémentaire d'Architeolai 
navale. 3 parties in-4, avec Atlas de 39 planches in-folio; 3^ éditioi, 

i863 20 fr. 

^B'ËTltOTATCAd.]. —Bêla Caréné du Mavireet de l*ÉoheUe de Solidité. 
ln-4* avec 5 planches; i856 4 ^• 

B'ÉTltO'VAT (Ad.). — Smbaroations des Navires de guerre et do oooh 
meroe. Grand in-4 &vro atlas in-folio de i5 planches ; i856 10 fr. 

B'ilTltOTAT ( Ad. ) . — Tables de mâture. In-4, avec pi . ; i858 8 fr. 

BUCOM. — Cours complet d'observations nautiques, avec les notions néeei* 
saircs au Pilotage et au Cabotage, augmenté de la puissance des effets des oara- 
gans, typhons, tornados des régions tropicales. 3^ éd.; i85g. i vol. in-8. i5 fr. 

HOMME y, Capitaine de frégate en retraite. — Tables d^Angles boraira. 

avol. grand in-8, en tableaux; i86a ao fr* 

fPOXSSOlV. — Mémoire sur les déviations de la Boussole produites par b 
fer des vaisseaux, ln-8 , . S fr. 

i^UARTZEa BE BiSBUCTZON BT ASTRONOMIQUE, en usage dam 

la Marine. En feuille 5o c. 

Collé sur carton • i fr. a5 c. 

*11EECH. — Maobine à air d^un nouveau Système, déduit d'une comparaisoi 
raisonnée des systèmes de MM. Ericson et Lemoine, ln-4} avec pi.; i854. 6 fr* 

f&OMME. — Biotionnaire de la Marine française . ln-8, avec 7 pi.; nonvelk 
édit., à laquelle on a ajouté 167 pavillons, flammes et guidons coloriés. 6 fr. 



prBiiiCATionrs périodiques. 

fAanfAI.ES SCZEMTZFZQUES BE L'ÉCOLE NO&MAZJES 8UFÉ- 
RJEURE. 3« année; 1866. 

Prix de V abonnement : Paris, 3o fr. — Départements, 35 fr. 
CO MPTE S REMTBUS BSBBOMABAZRES BES SÉABTCES BE Zi'AOA- 
BEMZE BES SCZE9VCES. 

Prix de l'abonnement : Paris, ao fr. — Départements, 3o fr. 
aOUBJff AZ. BE MATBilMATZQUES PURES ET APPUÇUÉBS; rédifé 
par M. Lioiwille. a® série, tome Xf; 1866. 

Prix de l'abonnement : Paris, 3o fr. — Départements, 35 fr. 
fXOUVEUJBS ASTMAZ-ES BE MATHEMATIQUES, rédigées fu 
MM. Gerono et Prouhet, 2« série, tome IV; 1866. 

Pria: de l'abonnement .'Paris, 12 fr. — Départements, 14 fr. 

On se charge des abonnements à toutes les publications scientifiques de la Frmiee 

et de l'Étranger, 

Paris.— Imprimerie de Gaathler-Villars. rae de Selnt-^aiat-Germalni 10 (Uaks 1866). 
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